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1 DESKRIPTIVNA STATISTICKA ANALIZA

Matematicka statistika je, kao sto i naziv sugerise, matematicka disciplina. Ona pre-
dstavlja naucni metod kvantitativnog istraZivanja masovnih pojava. Pojedinacni slucajevi neke
pojave mogu pokazivati manja ili vecéa odstupanja od prosecnog ili tipicnog, pa je neophodno da
se posmatraju u velikom broju, tj. uw masi, da bi se otkrilo ono Sto je u njima opste i zakonito.
Matematicka statistika daje instrukcije za pravilno sakupljanje, uredivanje, prikazivanje kao i za
pravilnu analizu 1 interpretaciju empirigskih podataka radi dubljeg razumevanja pravilnosti neke
pojave.

1.1 POPULACIJA. OBELEZJE

Populacija je osnovni pojam matematicke statistike. To je skup sa velikim brojem elemenata
koji su istovrsni u odnosu na jednu ili vise osobina. Istovrsnost ne znaci jednakost. Koriste se i
termini: statisticka masa, statisticki skup, osnovni skup, generalni skup.

Primer. Jednu populaciju ¢ine studenti FZNR, skolske 2008/9. godine. Elementi ovog skupa
su istovrsni po tome $to su studenti ovog fakulteta te generacije ali se oni razlikuju po starosti,
visini, tezini, boji o¢iju i kose, razli¢iti su im brojevi kosulja i cipela itd.

Osobina po kojoj se elementi populacije razlikuju, a koja je predmet statisticke analize,
naziva se obelezje. Na jednoj populaciji, tj. na svakom njenom elementu, moze se posmatrati
(meriti) jedna osobina. Tada se kaze da je obelezje jednodimenzionalno. Mogu se posmatrati
dve ili viSe osobina istovremeno. Tada se kaze da je obelezje viSedimenzionalno. Nadalje se
razmatraju samo jednodimenzionalna obelezja.

Primer. Populaciju ¢ini skup svih Nislija zaposlenih u odredenom mesecu, a obelezje je njihova
mesecna plata.

Primer. Populaciju ¢ine svi zaposleni u jednoj fabrici odredene kalendarske godine, a obelezje
je broj dana bolovanja, u toku te godine.

Primer. Populaciju ¢ine zaposleni na radnim mestima sa pove¢anim rizikom neke fabrike, a
obelezje je broj povreda na radu u odredenom vremenskom periodu.

Primer. Treba vrsiti odredeno merenje, koje zbog prisustva odredenih smetnji nije u potrebnoj
meri ,,apsolutno” ta¢no. Skup svih mogué¢ih merenja ¢ini populaciju. Obelezje svakog merenja
jeste vrednost koja se dobija u tom merenju.

Populacija moze imati konac¢no, beskonac¢no prebrojivo ili beskona¢no neprebrojivo eleme-
nata. U ovoj glavi bi¢e razmatrane samo populacije sa kona¢nim brojem elemenata, koji je
takav da je moguée i ekonomski opravdano registrovati (izmeriti) vrednost obelezja na svakom
elementu populacije. Ako je N broj elemenata populacije, onda se ona moze oznagciti sa

E = {61, €9, .. .€N}.



Obelezje moze biti numericko (kvantitativno) ili nenumericko (kvalitativno, atributivno).

Numericka obelezja se izrazavaju brojéano i mogu biti diskretna (prekidna) ili apsolutno
neprekidna (kontinualna). Diskretna obelezja mogu da se broje, kao na primer, broj rodenih
u jednom danu, broj ¢lanova porodice, broj studenata koji su polozili ispit iz prvog puta itd.
Diskretna obelezja imaju konacno ili prebrojivo beskona¢no vrednosti. Apsolutno neprekidna
obelezja uzimaju vrednosti iz nekog intervala realnih brojeva,a tih vrednosti ima neprebrojivo
beskonacno. To su obelezja koja se mere kao visina, tezina, potrosnja goriva, nivo Sec¢era u krvi
itd.

Atributivna obelezja se izrazavaju opisno kao na primer zanimanje, boja kose, pol itd.
Ona su po pravilu diskretna i mogu se na odgovaraju¢i nacin predstaviti kao numericka.

Oznaka za obelezje je veliko slovo latinice X,Y, Z ... itd. Vrednost obelezja X na i—tom
elementu populacije e; oznacava se sa x; = X(e;).

Primer 1. Populaciju ¢ini 40 ljudi koji su u odredenom periodu kupili cipele u jednoj radnji
muskih cipela. Sa e; ¢e biti obelezen i—ti kupac (i = 1,2,...,40). Obelezeje elemenata populacije
je velicina kupljenog para cipela. Tako je x; veli¢ina cipela koje je kupio kupac e;. Za vrednosti
obelezja su dobijeni sledeéi rezultati (po redu kupovine):

e | 1213145678910
x; 3940 | 38 |43 | 41|43 |40 | 38 | 41 | 42

e, | 11112113114 15|16 | 17 | 18 | 19| 20
x; |41 (4239 |41 | 41| 38 |43 | 41 | 42 | 38

€ |21 1221231242526 |27|28|29|30
x; |41 |40 | 42 | 41 | 42| 44 | 41 | 40 | 44 | 42

e; 3132133343536 |37 38|39 |40
x; |41 141 |40 | 42 | 39|40 |40 | 41 | 41 | 44

Obelezje je ovim kompletno opisano. Ipak, prodavcima nista ne znaci to Sto je sedmi kupac
ez kupio cipele broj 40, ve¢ ih interesuje koliko je kupaca kupilo cipele broj 40, zbog sledece
narudzbine. Namece se potreba drugacijeg uredivanja ovih podataka.

1.2 UREDIVANJE I PRIKAZIVANJE PODATAKA

Statisticko proucavanje zapocinje tako sto se definisu populacija i obelezje koje se posmatra
(meri), a onda se prikupljaju podaci. Radi dalje obrade oni se predstavljaju na dva osnovna
nacina: tabli¢no i graficki.

> Tabli¢ni metod. Dobijeni podaci se najpre poredaju u rastuéi niz, tzv. varijacioni niz i izdvoje
se razlicite vrednosti. Jedan od nacina formiranja tabela je da registrovane (izmerene) vrednosti
obrazuju prvu kolonu, a da ostale kolone ¢ine apsolutne frekvencije, relativne frekvencije, zbirne
(kumulativne) frekvencije itd. po potrebi.



U prethodnom primeru varijacioni niz je: 38 38 38 38 39 39 39 40
40 40 40 40 40 40 41 41 41 41 41 41 41 41

41 41 41 41 41 42 42 42 42 42 42 42

43 43 43 44 44 44.

Moze se zakljuciti da ovo obelezje uzima 7 razlicitih vrednosti:
r3 =40, x4 =41, wx5=42, x4=43,1 xr7;=44.

r1 =38, g =39,

Apsolutna frekvencija (ili samo frekvencija) f; je broj elemenata populacije za koje je vrednost
obelezja jednaka xz;, ¢ = 1,2,...,k. Odredenoj vrednosti obelezja x; moze se pridruziti i

relativna frekvencija f; —

odgovarajuca ; N
% = fr-100%.

kao i relativna frekvencija u procentima

U prethodnom primeru veli¢ini cipela x3 = 40 pridruzuje se apsolutna frekvencija f3 = 7
jer je sedmoro kupilo cipele velicine 40. Odgovarajuca tabela je:

vel. cipela—z; | br. kupaca— f; 1 1%
33 1 1/40=0,1 10%
39 3 3/40=0,075 7,5%
40 7 7/40=0,175 17,5%
41 13 13/40=0,325 32,5%
42 7 7/40=0,175 17.5%
43 3 3/40=0,075 7,5%
44 3 3/40=0,075 7,5%
> fi=40 =1 | Y fi% =100%

Iz ove tabele sledi da je 32,5% cele populacije kupilo cipele velicine 41, a 10% velicine 38.
Na osnovu ovih podataka u prodavnici mogu planirati slede¢u porudzbinu.

Kaze se da je na ovaj nacin data raspodela obelezja ”velicina cipela”, odnosno distribu-
cija' frekvencija obelezja.

Osnovni problem kojim se matematicka statistika bavi sastoji se u sledecem:

za datu populaciju naci raspodelu vrednosti posmatranog obelezja tj.  raspodelu
obelezja. Ako je populacija konacna, raspodelu obelezja cine sve razli¢ite vrednosti obelezja
T1,L2,...,TL
sa odgovarajuéim apsolutnim frekvencijama?
fi, fay oo, fk.

Primer 2. Anketirana je populacija od 50 studenata o broju polozenih ispita. Dobijeni su
slededi rezultati:

7 4 12 3 7 8 6 5 9 9 10 11 6 7 8 6
9 4 3 3 7 3 9 8 6 8 7 6 8 9 6 7

4 10 11 11 12 6 7 7 8 4 10 11 4 12 6
7 8 9.

distribucija - raspodela, rasporedivanje, razvrstavanje, klasifikovanje
2frekvencija - uéestalost, zastupljenost



Obelezje je broj polozenih ispita, a iz podataka sledi da je prvi anketirani student polozio 7
ispita, drugi 4 ispita itd.

Varijacioni niz je: 3 3 4 4 4 4 4 5 ) ) 6 6 6

6 6 6 6 6 7 7 7 7 7 7 7 7 7 8 8 8
8 8 8 8 9 9 9 9 9 9 10 10 10 11 11

11 11 12 12 12.

Tabela distribucije frekvencija broja studenata prema broju polozenih ispita je:

br. pol. ispita x; | br. studenata f; 1 Z;
3 2 2/50=0,04 2
4 5 5/50=0,1 7
5 3 3/50=0,06 10
6 8 8/50=0,16 18
7 9 9/50=0,18 27
8 7 7/50=0,14 34
9 6 6/50=0,12 40
10 3 3/50=0,06 43
11 4 4/50=0,08 47
12 3 3/50=0,06 50
- Sh=60 | >fi=1] -

Zbir svih apsolutnih frekvencija je uvek N tj. jednak broju elemenata populacije, a zbir svih
relativnih frekvencija je uvek jedan. Zbirne (kumulativne) frekvencije su:

Z = fi,

Zy=fi+ 2

Zy=fi+ fot+ f3 itd.

Prva vrsta tabele je zaglavlje, a u zadnjoj vrsti su zbirovi odgovaraju¢ih kolona. Prethodna
tabela ima jos 10 vrsta jer obelezje, broj polozenih ispita, ima toliko razli¢itih vrednosti. Svaki
student ove populacije je polozio najmanje 3, a najvise 12 ispita. Ako obelezje ima mnogo
razlicitih vrednosti, tabela bi imala mnogo vrsta sto nije pregledno. U tom slucaju se podaci,
tj. vrednosti obelezja, grupisu u itervale, najcesce jednake duzine. Osim toga, ako je obelezje
apsolutno neprekidnog tipa, koristi se intervalno sredivanje podataka.

Najpre se odredi broj intervala K. Preporucuje se da taj broj bude priblizno
K =1+ 3,322logyy N, odnosno, da zadovoljava nejednacinu

14 3,322log, o N < K < 5log, N.

Zatim se odredi duzina intervala A tako da bude priblizno jednaka broju koji se dobija po

formuli
A _ Tmaz — Tmin

K Y
gde su T 1 T, najmanja i najvecéa vrednost obelezja. Intervali su oblika [a;, a;11),
1 =1,2,..., K. Na kraju se odreduju frekvencije f;, ¢=1,2,..., K, tj. vrsi se prebrojavanje
vrednosti obelezja po intervalima i formira se tabela.



Primer 3. Anketirana je populacija od 50 studenata o telesnoj tezini u kilogramima. Dobijeni

su sledeéi rezultati:

57 84 112 83 77
72 78 76 89 74
74 69 80 79 66
7 82 64 101 91

Varijacioni niz je: 55 o7
68 68 68 68 69
76 77 77 78 78
89 89 90 91 91
110 112.

Kako je 1+3,3221og,,50 = 6, 67

ili K =38. Neka je K =71.

Tmaz — Tmin 112 =155

68 96
55 85 87
67 64 104
64 62 65
62 64 64
69 71 72
79 80 81
91 92 96

105

90

73 89

110

73 81

64 65
73 73
82 83
101

102

74
84

odgovarajuci broj intervala je K =7

duzina intervala se moze korigovati. Sve vrednosti

Kako je I - =38,14

C : . . 120 — 50
tj. tezine su u intervalu [50,120] pa se moze uzeti A = — =
Tabela distribucije frekvencija broja studenata prema telesnoj tezini je:

tezina studenta x; | br. studenata f; 1 Z;

[50-60) 2 2/50=0,04 | 2

[60-70) 14 14/50=0,28 | 16

[70-80) 13 13/50=0,26 | 29

[80-90) 9 9/50=0,18 | 38

[90-100) 6 6/50=0,12 | 44

[100-110) 4 4/50=0,08 | 48

[110-120) 2 2/50=0,04 | 50

- > fi =50 Y =1 -

> Graficki metod. Veliki broj ljudi tesko shvata koli¢inske odnose prikazane statistickim po-
dacima u tabelama. Primena crteza, koji se u statistici nazivaju graficima, ¢ini podatke jasnijim

Podaci sredeni tablicnim metodom se predstavljaju u koordinatnom sistemu unosenjem tacaka
¢ije su apscise vrednosti, a ordinate frekvencije obelezja.

unose se tacke

(xia fz)7

sa z-osom. Na isti na¢in pomocu tacaka

(xia fz*)

Ukoliko se na taj nac¢in predstavljaju zbirne frekvencije, tacke

koriste sredine intervala.

Za poligon apsolutnih frekvencija
1=1,2,...,k koje se spoje duzima, pri ¢emu se krajnje tacke spoje
dobija se poligon relativnih frekvencija.
spojene duzima ¢ine
kumulativnu krivu. Kad su vrednosti obelezja grupisane u intervale za apscise ovih tacaka se

(xh ZZ)7
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Slika 1: Poligon apsolutnih frekvencija iz primera 2.

Kod itervalno predstavljenih podataka cesée se koristi histogram frekvencija. U tu svrhu se
nad intervalima crtaju pravougaonici sa visinom jednakom frekvenciji podataka u tom intervalu.

[
B st et —
13
%
11+
10+ 4
e i =
8- AN

Slika 2: Histogram apsolutnih frekvencija iz primera 3.



1.3 PARAMETRI SREDNJE VREDNOSTI

Da bi se izveli odredeni zakljucci o raspodeli ispitivanog obelezja u populaciji nije dovoljno po-
datke urediti, tabli¢no i graficki prikazati. Neophodno je izra¢unati neke parametre (pokazatelje,
mere) koji ukazuju na centar grupisanja vrednosti obelezja.

> Aritmeticka sredina. Kao mera srednje vrednosti obelezja X najcesce se koristi aritmeticka
sredina ili prosek. Aritmeticka sredina populacije obelezava se sa p, a racuna po nekoj od slede¢ih
formula:

M=
o

k
_a=1 i=1
S N
(k je broj razlicitih vrednosti obelezja; K je broj intervala; x} su sredine intervala.)

Il
—

%

n= pw=

Primer 4. Pet novorodenih beba ima tezine 4,2 3,8 4,1 5,1 4, 0kg.
Izracunati prosecnu tezinu ovih novorodenih beba.

5
LT 40438 441451+4,0

=1
. L9 : 9
Prose¢na tezina ovih novorodenih beba iznosi 4, 24kg.

Resenje. W= = 4,24.

Primer 5. Izracunati aritmeticku sredinu podataka iz primera 2.

Resenje. Radna tabela za izracunavanje aritmeticke sredine je:
br. polozenih isp. z; | br. studenata f; xi - fi
3 2 6
4 5 20
5 3 15
6 8 48
7 9 63
8 7 56
9 6 54
10 3 30
11 4 44
12 3 36
- > fi=250 Yo xi - fi =372

10
it g
= Zle =<5 = 7,44, pa se moze smatrati da je prosecan broj polozenih ispita 7.

Primer 6. Izracunati aritmeticku sredinu podataka iz primera 3.



ResSenje. Radna tabela za izracunavanje aritmeticke sredine je:
tezina studenta x; | br. studenata f; | fi-
[50-60) 2 55 110
[60-70) 14 65 910
[70-80) 13 75 975
[80-90) 9 85 765
[90-100) 6 95 570
[100-110) 4 105 420
[110-120) 2 115 230
: SH=50 | - |> /i 4, = 3080

7
/
X fiem 3980
50 50

o= = 79,6kg, tj. prosecna tezina ovih studenata je 79, 6kg.

Aritmeticka sredina kao numericka vrednost moze biti razlic¢ita od svake vrednosti obelezja
populacije iz koje je izracunata. Znacajna je Cinjenica da je zbir odstupanja vrednosti obelezja
od aritmeticke sredine jednak nuli tj.

N
> (zi—p) =0 odnosno,

i=1

k
Zfz"(%—,u) = 0.
i=1

Osim toga, zbir kvadrata ovih odstupanja?

je minimalan. Ako se odstupanje vrednosti obelezja od proseka smatra greskom, sledi da je zbir
kvadrata greSaka minimalan i da je aritmeticka sredina najreprezentativnija vrednost obelezja.

Aritmeticka sredina je veoma osetljiva na ekstremne vrednosti obelezja, pa je ona lo§ pokaza-
telj u distribucijama sa malim brojem ekstremnih vrednosti. To se moze videti na primeru
slede¢ih varijacionih nizova:

niz 1. 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10,
niz 2. 1 10 10 10 10 10 10 10 10 10,
niz 3. 10 10 10 10 10 10 10 10 10 20.

Jasno je u sva tri slucaja da je broj 10 vrednost numerickog obelezja koja dobro reprezentuje
statisticki skup. Medutim, u prvom sluc¢aju je g = 10, udrugom p=9,1, autre¢em p = 11.
Zakljucuje se, da pri tumacenju aritmeticke sredine treba biti oprezan.

> Mod. Mod, u oznaci M,, je vrednost obelezja cija je apsolutna frekvencija najveca. Uko-
liko su sve frekvencije jednake mod ne postoji. Mogu da postoje dva ili vise moda.

30vu osobinu je F. Gaus 1795. godine nazvao metodom najmanjih kvadrata.



Tako, u primeru 1. je M, = 41, jer je najveéi broj ljudi (njih 13) kupilo cipele veli¢ine 41.
U primeru 2. je M, =7 ispita jer je najveéi broj studenata (njih 9) polozilo 7 ispita.

Ako se radi o distribuciji frekvencija sa intervalima, prvo se odredi modalni interval (onaj
¢ija je frekvencija najveéa). Onda je

fmo - fmo—l
M, = Ly, + A
fmo - fmo—l + fmo - fmo+1

L., je pocetak modalnog intervala; f,,, je frekvencija modalnog intervala; f,,,_1 je frekven-
cija intervala pre modalnog;  f..,+1 je frekvencija intervala posle modalnog ; A je duzina
intervala.

Primer 7. Za podatke iz primera 3. izracunati mod.

tezina st. x; | br. st. f;
[50-60) 2
[60-70) 14
[70-80) 13
[80-90) 9
[90-100) 6

[100-110) 4
[110-120) 2
- > Ji=50

Resenje. Modalni interval je  [60,70) jer je njegova frekvencija najveca, iznosi 14.
Zatim, Ly, =60, foo=14, fro-1=2, fmor1 =13, A =10.

mo — Jmo— 14—2
J Jmo-1 A = 60+ <10 =6049,23 = 69, 23kg

fmo_fmo—1+fmo_fmo+1 14—2—'—14—13

> Napomena. Moze se desiti da je modalni interval prvi i kako nema intervala pre njega
fmo—1 = 0. Ako se desi da je modalni interval poslednji, kako nema intervala posle njega

fmo+1 = 0.

Mo = Lmo"‘

> Medijana® u oznaci M,, je poziciona srednja vrednost i u pravom smislu srediste grupisanja
vrednosti obelezja. To je vrednost obelezja koja deli varijacioni niz na dva dela od kojih jedan
sadrzi 50% vrednosti obelezja koje su manje od medijane, a drugi 50% vrednosti obelezja koje
su vec¢e od medijane.

Kod osnovne distribucije frekvencija, ako je % ceo broj, medijana je M, = x Ny
Ty + TNy
Ako % nije ceo broj, onda je M, = %

Ako se radi o distribuciji frekvencija sa intervalima, onda se prvo odredi medijantni interval, a

N
to je prvi interval za koji je zbirna ucestanost veca ili jednaka 5 Zatim je

4medijanta-srediste



10

N Kme—1

>
fme

gde je L,,. pocetak medijalnog intervala, a f,,. frekvencija medijalnog intervala. Osim toga,
Kmefl

> fi je suma svih frekvencija do medijantnog intervala.

i=1

Me:Lme+ A

Primer 8. Pet novorodenih beba ima tezine 4,2 3,8 41 5,1 4, 0kg.
[zracunati medijanu ove populacije.

ResSenje. Varijacioni niz je 3,8 4,0 41 4,2 5, 1kg.
N+1 5+1

Kako je
tj. M. = z3 =4, 1kg. Dve bebe su lakse, a dve su teze od 4, 1kg.

=3 ceo broj, medijana je trec¢a vrednost obelezja u varijacionom nizu

Primer 9. Sest novorodenih beba ima tezine 4,2 3,8 4,1 5,1 4,0 3,5kg.
[zracunati medijanu ove populacije.

ResSenje. Varijacioni niz je 3,5 3,8 4,0 4,1 4,2 5, 1kg.

N+1 641

Kako ;_ _otl 3,5 nije ceo broj, medijana je
IN + TN 4 4,1

Me: 2 5 2+1:SL’3—;$4: 70_;_ 9 :4705]{:9

Primer 10. Izracunati medijanu za podatke iz primera 2. odnosno za slede¢u distribuciju
frekvencija:

br. pol. ispita x; | br. studenata f; Z;

3 2 2

4 5 7

5 3 10

6 8 18

7 9 27

8 7 34

9 6 40

10 3 43

11 4 47

12 3 50

- > Ji=50 -

Resenje. Kako N;_ L = 50; L = 25,5 nije ceo broj, medijana je

. ZL’% +x%+1 . Tos + Tog . T4+ 7 _
‘° 2 2 2

Iz kolone za zbirne frekvencije Z; sledi da je x19 = x99 = ... = T95 = Tog = To7 = T.
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Primer 11. Izracunati medijanu za podatke iz primera 3. odnosno za slede¢u raspodelu obelezja:

tezina studenta x; | br. studenata f; | Z;
[50-60) 2 2
[60-70) 14 16
[70-80) 13 29
[80-90) 9 38
[90-100) 6 44

[100-110) 4 48
[110-120) 2 50
- > fi =50 -

N
Resenje. Kako je 5 = 25 iz kolone za Z; sledi da je medijantni interval  [70 — 80).
Nadalje, L,,.=70, fn.=13, A =10, paje
50 &
Yoy

M, :Lme+f7i:1-A: 70 +

25 —16

<10 = 70 + 6,923 = 76,92kg

1.4 PARAMETRI VARIJABILITETA® (mere disperzije®)

Dati su varijacioni nizovi:

niz 1. 10 10 10 10 10 10 10,
niz 2. 1 5) 9 10 11 15 19,
niz 3. 1 2 3 10 11 13 30,
niz 4. 1 9 9 10 11 12 18.
7
IS (!
U sva Cetiri slucaja je aritmeticka sredina ista pu = =-— = — = 10. Pa ipak to su sasvim

razlic¢ite raspodele obelezja tj. razlicite distribucije frekvencija. Razlicita je rasprsenost (disperz-
ijja) vrednosti numerickog obelezja. Parametri varijabiliteta omogucavaju da se izrazi ta razlicita
rasprsenost.

> Interval varijacije u oznaci Iv je jednostavna mera disperzije. To je razlika izmedu najvece
i najmanje vrednosti obelezja

]v = Tmaz — Tmin-

Svarijabilnost - promenljivost, nepostojanost

6disperzija - rasprienost, rasipanje, rasturanje, razbacivanje
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>Interkvartila razlika u oznaci I, iskljucuje 25% mnajmanjih i 25% najveéih vrednosti
obelezja i

I, = Q3 — Q1 = Prs — P,

gdesu @; (i=1,2,3,4) kvartili,a P, (i=1,2,...,100) percentili.
N -1

Ako se radi o osnovnoj distribuciji frekvencija, ako je broj - +1=B ceo broj, onda

je i— ti kvartil B-ta vrednost obelezja tj. @; =zp, ©=1,2,3,4.
N—-1 N-1
Ako - 0 + 1= B nije ceo broj, uzme se celi deo tog broja tj. {Z e + 1} = [B]
pa je
Qi =+ (B—[B) - (wmn—apm), i=1234

N -1

Sli¢no, ako je broj  i- +1= B ceo broj, onda je i— ti percentil B-ta vrednost obelezja

: , 100
tj. Po=xp, 1=1,2,...,100.
- N-—-1 . . . .. . N—-1
Ako i-———+ 1= B nije ceo broj, uzme se celi deo tog broja tj. {z : + 1} = [B]
' 100 100
pa je
P,=ap+ (B=[B) - (wp —2m),  i=1,2,...,100,
Primer 12. Za podatke iz primera 2. izra¢unati interkvartilnu razliku i trideset peti percentil.
br. pol. ispita x; | br. studenata f; Z;

3 2 2

4 5 7

5 3 10

6 8 18

7 9 27

8 7 34

9 6 40

10 3 43

11 4 47

12 3 50

: > =50 :

N -1 49

Resenje. Za () je B=1"- 1 +1= y +1=13,25 i to nije ceo broj, sledi [B] =13
paje Q1 =uz13+ (13,25 —13) - (z14 —x13) =6+ 0,25 (6 — 6) = 6 ispita.

(Kolona sa zbirnim frekvencijama Z; pomaze da se utvrde vrednosti za 13 i x14.)

N -1 49
Slicno, za Q3 je B:3-T+1:3-Z+1:37,75 paje [B] =37 1isledi

Qg = T3y + (37, 75 — 37) . (3738 — 1'37) =9+ 0, 75 - (9 — 9) =9 ispita.
Kona¢no [, = Q3 — @)1 = 9 — 6 = 3 polozena ispita.
N -1 49

g t1=35 g tL=1815 i [B]=18 paje

Za trideset peti percentil B =1 -
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P35 =18+ (18, 15— 18) . (I‘lg — I18> =6+ 0, 15- (7 - 6) = 6, 15 1sp1ta

N
Ako se radi o distribuciji frekvencija sa intervalima, broj ¢-—  medu kumulativnim frekven-

cijama odreduje kvartilni interval tj. interval i—tog kvartila. Neka broj K, € N oznacava
koji je po redu kvartilni interval. Onda je

N Kwol
Z'Z_ Z fz
Qz:Lkv+ =1 -A
fkv

gde je Ly, pocetak kvartilnog intrvala, a  fi, frekvencija kvartilnog intrvala.

N
Za percentile broj 7 - 100 medu kumulativnim frekvencijama odreduje interval i—tog per-

centila. Neka broj K, € N oznacava koji je po redu interval i—tog percentila. Onda je

N el
P=1L,+ =LA
o

gde je L, je pocetak odgovarajuceg intervala, a f, frekvencija tog intervala.

Primer 13. Za podatke iz primera 3. izracunati interkvartilnu razliku i trideset peti percentil.

tezina st. x; | br. st. f; | Z;
[50-60) 2 2
[60-70) 14 16
[70-80) 13 29
[80-90) 9 38
[90-100) 6 44

[100-110) 4 48
[110-120) 2 50
- >Ji=50] -

50
Resenje. Kakoje 1- T= 12,5  to je interval prvog kvartila drugi po redu  [60 — 70).

(To se lako vidi iz kolone za zbirne frekvencije Zi.)
Zatim, Ly =60, fio =14, Kp—1=1, A =10.

N 1
AV E ——f1 12.5— 2

:LU+A LviA: ———— .10 = 67,5k
1 k o k oo 60 + 11 0 =67,5kg

N
Kako je 3. —

(To se lako vidi iz kolone za zbirne frekvencije Z;.)
Zatim, Ly, =80, fin,=9, Ki,—1=3, A=10.

= 37,5 to je interval treceg kvartila ¢etvrti po redu  [80 — 90).
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3
-2 /i

= Lpp+ ——— =2 A =80+
Q3 g fkv fkv

9 )

Konaéno I, = Q3 — @1 = 89,44 — 67,5 = 21,94kg

N

Iz - 100 = 35 - 15000 17,5 sledi (iz kolone za Z;) da je interval koji odgovara trideset petom
percentilu [70,80). Znaci L, =70, f, =13, K, —1 =21

Kp—1

- > fi

100 17,5 — 17,5 —16
Py =L, + =l A=T70+ (ﬁ+m~m:m+—L——~m:nJ%g
fo fp 13

> Srednje apsolutno odstupanje. Srednje apsolutno odstupanje od aritmeticke sredine u
oznaci AD(u) racuna se po jednoj od formula

M:x

k
Zfz"|93i—,u|
AD(p) == ————— ili AD(p) = Fl

i —p

N
Analogno se ra¢una srednje apsolutno odstupanje od modusa M, ili od medijane M..

Upotreba ovog parametra je retka. Kako se vrednosti obelezja rasturaju oko proseka, najbolje
pokazuju disperzija i standardna varijacija.

> Disperzija (ili varijansa) populacije u oznaci o2

tmeticke sredine

je prose¢no kvadratno odstupanje od ari-

k K
> fie (@ — 1n)? > fie (@ — 1)
o2 ==L I odnosno, o2 == I )
Radi lakseg racunanja disperzije treba imati u vidu sledece:
k k k k k
Zfi'(xi_,u)2 Zfi'(x?—QSCiﬂﬂLMZ) Zfzx? Zfzxz Zfi'ﬂ2
0.2 — =1 — =1 — =1 . 21u ci=1 + =1 —
N N N N N
k ) k k ) k )
Zlfi.xi 2 Zlfi Zlfi.xi 2 2 Elflxl 2
== — - L= = = -9 1=4=__ _
~ o s ~ 1+ p ~ Il
u 2 u 2
) Zlfz'(fCi—M) Zlfzxz )
7, . _ i= _ i= o
naci, o N N 1
K
> fir (@i —p)? X fir (x)?
Analogno se pokazuje da je o2 = =1 == —u?
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> Standardna devijacija (ili standardno odstupanje). Disperzija je izrazena u istim jedinicama
u kojima je dato numericko obelezje , ali na drugom stepenu. Zato se racuna drugi koren iz
disperzije 1 dobija se novi parametar poznat kao standardna devijacija (u oznaci o). Znagéi

o=Vo2.

Standardna devijacija je izrazena u istim jedinicama u kojima je dato numericko obelezje.
Aritmeticka sredina i standardna devijacija pokazuju kakav je raspored vrednosti obelezja u
populaciji. Ukoliko je vrednost standardne devijacije manja, to je sabijenost vrednosti obelezja
oko aritmeticke sredine vec¢a pa je i njena reprezentativnost veca i obrnuto.

Primer 14. Za podatke iz primera 2. izracunati disperziju i standardnu devijaciju.

Resenje. Radna tabela za izracunavanje disperzije i standardne devijacije:

Zi fi a7 fi- @}

3 2 9 18

4 5} 16 80

D 3 25 75

6 8 36 288

7 9 49 441

8 7 64 448

9 6 81 486

10 3 100 300

11 4 121 484

12 3 144 432

- [ fi=50] - | X fi-a=3052

> fi (w)?
oy 052 ,
Disperzija je 0* = N K =~ (7,44)° = 5,609.

Standardna devijacija je o = Vo2 = /5,69 = 2,385 polozenih ispita.
Primer 15. Za podatke iz primera 3. izracunati disperziju i standardnu devijaciju.

Resenje. Radna tabela za izracunavanje disperzije i standardne devijacije:

v i [ | @) fi (@)
[50—60) 2 55 | 3025 6050
[60-70) 14 65 | 4225 59150
[70-80) 13 75 | 5625 73125
[80-90) 9 85 | 7225 65025
[90-100) 6 95 | 9025 54150
[100—110) 4 105 | 11025 44100
[110—120) 2 115 | 13225 26450
— [Sh=50] - | - > (@)% = 328050
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7
fi- (2})?
Disperzija je 0% = =1 ,u2 _ 328050
N 50

Standardna devijacija je o = Vo2 = /224,84 = 14,99kqg

— (79,6)* = 224, 84kg>.

> NNapomena. Kada se mnogo vrednosti obelezja iz jednog intervala zamenjuju sredinom
2

intervala disperzija se moze korigovati. Korigovana disperzija je o2 — —.

12

Zadatak. Anketirane su dve grupe od po 10 studenata o broju polozenih ispita. Dobijeni su
sledeci podaci:

A 1,2,3,3,5,5,7,7,8,9 B: 2/4,4,4,5,5,6,6,6,8.
Koja grupa studenata ima bolji uspeh?

Rezultat. U obe grupe je prosecan broj polozenih ispita 5. Grupa B ima bolji uspeh jer je za
tu grupu standardna devijacija manja.

1.5 KOEFICIJENT VARIJACIJE

Za razliku od aritmeticke sredine i standardne devijacije koje se izrazavaju u istim jedini-
cama kao i obelezje, koeficijent varijacije je neimenovani broj. Omogucava da se poredi rasturanje
vrednosti dva razlicita obelezja u razlicitim populacijama. Oznacava se sa C, i iznosi

Cy =

Moze da se racuna i u procentima i onda je
C,% = C, - 100%.

Ako je C,% < 30%, smatra se da je statisticki skup homogen i aritmeticka sredina je reprezen-
tativna centralna vrednost.

Primer 16. Jedna grupa studenata ima prose¢nu tezinu 80kg sa disperzijom 49kg¢?, a proseénu
visinu 185c¢m sa standardnom devijacijom 12cm. Da li je veée variranje tezine ili visine stude-
nata?

Resenje.
Va9 7
80 80

12
= 1% = 0,0649 odnosno C,% = 6,49%.

Vise varira tezina studenata nego visina.

2
I

Za tezinu je =0,0875 odnosno C,% = 8, 75%.

Za visinu je (), =

TlIQ= |9
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Primer 17. Mesecni prosek broja zaposlenih u jednom preduzeéu iznosio je 2002. godine
15000 zaposlenih sa standardnom devijacijom o = 420. U 2003. godini prosek je iznosio 12000
zaposlenih sa standardnom devijacijom ¢ = 350. Da li je stabilnost zaposlenih bila ve¢a u 2002.
ili u 2003. godini?

Resenje.
o o 420
Za 2002 godinu je C,% = —-100% = -100% = 2,8%.
g
Za 2003 godinu je  C,% = 2 - 100% = -100% = 2, 92%.
P 12000

Stabilnost broja zaposlenih je bila veéa u 2002. godini (variranje je bilo manje).

1.6 NORMALIZOVANO STANDARDNO ODSTUPANJE

Normalizovano standardno odstupanje, u oznaci Z;, ukazuje na odstupanje i—te vredno-
sti obelezja (i—tog ¢lana populacije) od aritmeticke sredine. Ima se u vidu stepen stabilnosti
(homogenosti) vrednosti obelezja u toj populaciji i

Primer 18. Jedan student iz populacije opisane u primeru 3. je tezak 75kg, a drugi 84kg.
Koji student bolje reprezentuje ovu populaciju svojom tezinom?

ResSenje. Iz primera 7. je proseCna tezina studenata p = 79,6kg sa standardnom devijacijom
o =14,99kg (iz primera 15). Sledi
rp—p 75 —79,6

SH=—F = 14,99 0,307
To—pn 84 —79,6
2 o 14,99 0,2935

Drugi student bolje reprezentuje ovu populaciju. On je malo iznad prosecne tezine, a drugi
student je (neSto vise) ispod prosecne tezine.

Primer 19. Jedan student iz populacije opisane u primerima 2. i 3. je polozio 7 ispita i tezak je
75kg. Da li ovaj student bolje reprezentuje tu populaciju svojom tezinom ili brojem polozenih
ispita?

Resenje. Iz prethodnog primera Z; = —0, 307.

Prosecan broj polozenih ispita pu = 7,44 (primer 5.), sa standardnom devijacijom o = 2,38

(primer 15).  Sledi
Sy 7T— 7,44

== 2,38

Ovaj student bolje predstavlja ovu populaciju brojem polozenih ispita odnosno, po broju polo-

zenih ispita je blizi proseku.

= —0,185.




18

Zadatak 1. Pri sistematskom pregledu jednog odeljenja srednje skole dobijeni su sledeci rezul-
tati o telesnoj masi ucenika:
73,4 63,7 74,3 69,2 77,0 76,3 75,0 75,0 76,3 80,6 79,2
78,6 84,0 84,0 86,2 86,2 80,2 81,3 82,8 82,3 81,3 81,0
82,3 80,2 82,3 85,4 83,4 87,3 83,0 87,3 83,1 83,0.

Izrac¢unati aritmeticku sredinu, mod, medijanu, interkvartilnu razliku, disperziju i standardnu
devijaciju. Zadatak uraditi na dva nacina, sa i bez grupisanja vrednosti obelezja u intervale.

Sve navedeno u ovoj glavi odnosi se na konacne populacije. Ako je populacija mnogo velika
sakupljanje podataka moze biti skupo i neekonomicno. Ako je populacija beskonacna (prebrojivo
ili neprebrogivo) tada se ne moze dati tacna raspodela obelezja. Onda se (u opstem slucaju) ne
moZe govoriti o broju elemenata populacije za koji obeleZje ima neku vrednost, veé¢ se govori o
delovima ili procentima populacije sa tom vrednoséu ili sa vredno$éu iz nekog skupa (intervala).
Tada se raspodela obeleZja procenjuje na osnovu raznih merenja (uzorka) ili se izvodi iz teori-
jskih pretpostavki. TEORIJA VEROVATNOCE je druga matematicka disciplina koja je
teorijska podloga Matematicke statistike.
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2 OSNOVNI ELEMENTI TEORIJE VEROVATNOCE

Eksperiment koji se izvodi u praksi moze biti deterministicki i slucajni. Kod determi-
nistickog eksperimenta u svakom ponavljanju eksperimenta pri istim uslovima dobija se uvek isti
rezultat. Rezultat eksperimenta se naziva i ishodom. Dakle, kod deterministickog eksperimenta
se unapred zna ishod. Kod slu¢ajnog eksperimenta se ne moze predvideti ishod. Primer slucajnog
eksperimenta je bacanje kockice za igru. Ona na svakoj strani ima od jedne do Sest tackica.
Registruje se broj tackica na gornjoj strani kocke. ITako se zna da je ishod jedan od brojeva
1,2,3,4,5,6, ne moze se tvrditi koji ¢e se broj registrovati u slede¢em bacanju. Eksperiment koji
se sastoji u bacanju jednog novcica, pri cemu se registruje gornja strana novcic¢a, ima samo dva
moguca ishoda: ,,pismo” i ,,glava”. Ipak, ishod svakog pojedinog bacanja je nepredvidiv. Ovo
su tipi¢ni primeri statistickih eksperimenata.

Statisticki eksperiment je onaj koji zadovoljava sledece uslove:

1) moze se ponavljati proizvoljan broj puta pod istim uslovima,

2) unapred je definisano Sta se registruje u eksperimentu i poznati su svi moguéi ishodi,
3) ishod svakog pojedina¢nog eksperimenta nije unapred poznat.

Statisticki eksperiment nije samo ,,laboratorijski”, tj. namerno izazvan eksperiment. Mnoga
posmatranja prirodnih i drustvenih pojava imaju osobine statistickog eksperimenta. Neka je 2
skup svih logicki moguéih ishoda posmatrane pojave, odnosno skup svih rezultata eksperimenta.
Ovaj skup moze biti konacan, prebrojivo ili neprebrojivo beskonacan. Ako je eksperiment deter-
ministicki, €2 ima samo jedan element, a ako je sluc¢ajni (nedeterministicki), onda € ima bar
dva elementa.

Element ovog skupa tj. w € €2 je elementarni dogadaj ili ishod, a svaki podskup od
2 je slucajni dogadaj. Slucajni dogadaji se obelezavaju velikim slovima latinice A, B,C, ...
Kako je  {w} C Q, to jei svaki ishod slucajni dogadayj.

Kaze se da se slucajni dogadaj A C () realizovao (ostvario) ako se realizovao bilo koji od
elementarnih dogadaja (ishoda) w € A. Zato je w € A povoljan ishod za dogadaj A.

Kako se u teoriji verovatnoce razmatraju samo sluc¢ajni dogadaji, to se rec ,,slucajni” najcesce
izostavlja.

Primer 1. Eksperiment je bacanje kocke za igru i registruje se broj (broj tackica) na gornjoj
strani.

Skup svih ishoda je 0 ={1,2,3,4,5,6}.

Kako je {4,5,6} CQ, toje A=1{4,5,6} jedan slucajni dogadaj.

Ako posle bacanja kocke na gornjoj strani bude pet tackica, tj. ako se registruje broj 5, dogadaj
A se realizovao, a ako se registruje broj 2, dogadaj A se nije realizovao. Povoljni ishodi za
dogadaj A su {4}, {5}, i {6}. Dogadaj A se moze opisati kao dogadaj da se registruje broj
vei od tri. Krace se pise A: ,,da je broj veéi od tri”.

Kako je {2,4,6} CQ, toje B =1{2,4,6} jedan slucéajni dogadaj. Dogadaj B se moze
opisati sa B: ,,da je broj paran”
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Dogadaj C':,, da je broj neparan” je skup {1,3,5} C Q.

Dogadaj D : ., da je broj deljiv sa tri” je D ={3,6}.

Dogadaj E:,, da je broj deljiv sa pet” je FE = {5}.

Moze se primetiti da je sluc¢ajni dogadaj E zapravo elementarni dogadaj ili ishod.

Primer 2. Eksperiment se sastoji u bacanju jednog novéica cetiri puta. Registruje se koliko je
ukupno puta palo ,,pismo”. Skup svih ishoda je Q ={0,1,2,3,4}.

Dogadaj A: ,, da padne pismo vise od tri puta” je A = {4}.
Dogadaj  B: ,, da padne pismo bar dva puta” je B ={2,3,4}.

Primer 3. Eksperiment se sastoji u bacanju jednog novcica cetiri puta. Registruje se niz
,,pisama” (p) i ,,glava” (g). Skup svih ishoda je

Q = { pppp. pppy, PP, - .., 9999}

To su svi nizovi duZine ¢etiri od slova p i g. Ima ih 2% = 16.
Dogadaj A: ,, da padne glava viSe nego pisama’ je
A =1{9999, 999p, 999, 9r9g, PIgY}-

Primer 4. Eksperiment je partija Saha. Ako se registruje rezultat, onda je
) = {pobeda belog, pobeda crnog, remi}.

Ako se registruje broj poteza, onda je = {1,2,3,...}. Ovo je prebrojivo beskonac¢an skup
ishoda.

Primer 5. Eksperiment je merenje vlaznosti vazduha na odredenom mestu u
odredeno vreme. Registruje se vlaznost vazduha u procentima pa je
Q={veR|0<v<100}, tj. ©=10,100]. Skup ishoda Q2 je neprebrojiv.

2.1 ALGEBRA DOGADAJA

Posto je 2 C (), sledi da je  slucajan dogadaj i naziva se siguran dogadaj jer se mora
realizovati pri vrsenju eksperimenta. Iz () C Q sledi da je i prazan skup slucajni dogadaj. To je
nemogué dogadaj i on se nikad ne ostvaruje.

Za dogadaj A se kaze da povlaéi (implicira) dogadaj B ako je A C B odnosno, kad god se
realizuje dogadaj A, realizuje se i dogadaj B.

Za dogadaje A i B skup AN B je presek dogadaja A i B. To je novi dogadaj koji se
realizuje ako i samo ako se realizuje dogadaj A i realizuje dogadaj B. Odnosno, dogadaj AN B
se realizuje ako i samo ako se realizuju oba dogadaja A i B istovremeno. Cesée se umesto
termina presek dogadaja koristi termin proizvod dogadaja i tada se koristi oznaka AB.
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Ako je presek dogadaja prazan skup, tj. ako je AB = (), kaze se da su dogadaji A i B disjunktni
ili da se uzajamno iskljucuju.

Tri dogadaja A, B i C' se uzajamno iskljucuju ako je AB=10, AC =0 i BC = .

Dogadaji Ay, As,...,A,... n €N seuzajamno iskljucuju (medusobno su disjunktni) ako
je AiA;j =0 za i#75, 1,7=1,23 ...

Za dogadaje A i B skup AU B je unija dogadaja A i B. To je dogadaj koji se realizuje
ako i samo ako se realizuje dogadaj A ili se realizuje dogadaj B. Odnosno, dogadaj AU B se

realizuje ako i samo ako se realizuje bar jedan od dogadaja A i B (mogu i oba). U slucaju da
je AB = (), unija dogadaja se obelezava sa A + B 1 koristi se termin zbir dogadaja.

Napomena. Uobicajen je sledeci zapis
n —+00
A1+A2+...+An:ZAZ- odnosno, A1+A2+...+An+...:ZAi za
i=1 =1

uniju konacno mnogo ili prebrojivo beskonacno dogadaja koji se uzajamno iskljucuju.

Za dogadaje A i B skup A\B je razlika dogadaja A i B. To je dogadaj koji se realizuje
ako 1 samo ako se realizuje dogadaj A i ne realizuje dogadaj B.

Ako je A dogadaj, onda se komplement skupa A, tj. Q\A, naziva suprotan dogadaj, a
obelezava se sa A. Dogadaj A se realizuje ako i samo ako se dogadaj A ne realizuje.

Kako su operacije unije, preseka, komplementa itd. uvedene nad skupom dogadaja na potpu-
no isti nacin kao sto je to ucinjeno u teoriji skupova, ocigledno da sva pravila, odnosi i operacije
koje vaze u teoriji skupova vaze i nad skupom dogadaja.

Primer 6. Neka su eksperiment i dogadaji A, B,C,D i E kao u primeru 1.

Dogadaj S: ,,broj je manji od 20” je siguran dogadaj jer je S = {1,2,3,4,5,6} = €.

Dogadaj N: ,,broj je deljiv sa 77 je nemogu¢ dogadaj, jer medu brojevima od 1 do 6 nema broja
koji je deljiv sa 7, te je N = ().

Dogadaj FE = {5} povlaci dogadaj A ={4,5,6} tj. F C A.

Dogadaj C = {1,3,5} je suprotan dogadaju B = {2,4,6} tj. C = B.

Presek dogadaja Ai Bje ANB=1{4,5,6}N{2,4,6} = {4,6}.

Presek dogadaja AiDje AND={4,56}N{3,6} = {6},

a presek dogadaja D i E je dogadaj DNE ={3,6}N{5} = 0. Zakljucuje se da se dogadaji
D i E se uzajamno iskljucuju.

Unija dogadaja Ai Bje AUB={4,56}U{2,4,6} ={2,4,5,6}. Zbir dogadaja B i E je
B+ FE=1{2,4,6}U{5} ={2,4,5,6}, dok je zbir dogadaja D i F dogadaj

D+ E=1{3,61U{5) ={3,5,6).

Razlike dogadaja A i D, odnosno A i B suredom A\D = {4,5,6}\{3,6} = {4,5} i

A\B = {4,5,6}\{2,4,6} = {5}.
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2.2 VEROVATNOCA I OSNOVNE OSOBINE

Statisticka definicija verovatnoce. Jedna od osobina statistickog eksperimenta je da se on
moze ponavljati neograni¢en broj puta pod istim uslovima. Pretpostavimo da se eksperiment u
kome se moze realizovati dogadaj A ponavlja n puta.

Neka je fa broj realizacija dogadaja A u jednoj seriji od n ponavljanja eksperimenta. Broj
fa je apsolutna frekvencija dogadaja A, a broj 4 je relativna frekvencija dogadaja A u n

ponavljanja eksperimenta. U drugoj seriji od n ponavljanja eksperimenta relativna frekvencija

A . p: . o1 . .. . . .
“— imace drugu vrednost. Medutim, ako se u velikim serijama ponavljanja eksperimenta rela-
n

tivne frekvencije Ja grupisu oko nekog broja (oznaci¢emo ga sa P(A) ), onda se taj broj uzima

za verovatnoc¢u dogadaja A.

Aksiomatska (savremena) definicija verovatnodée.! Verovatnoca je funkcija P koja

svakom dogadaju A C Q) pridruzuje realan broj P(A), sa slede¢im osobinama:
1. verovatnoda bilo kog dogadaja je nenegativna, tj. P(A) > 0 za svako A C (),
2. verovatnoca sigurnog dogadaja je 1, odnosno P(f2) = 1, (verovatnoca je normirana funkcija)

3. za medusobno disjunktne dogadaje Aj, As, Az... vazi o—aditivnost
i=1 i=1

Konkretno, treca osobina verovatnoce znaci da za dva disjunktna dogadaja (AB = ()), vazi
P(A+ B)= P(A)+ P(B),
a za tri medusobno disjunktna dogadaja, (AB =0, AC =0, BC = (), vazi

P(A+B+C)=P(A)+ P(B)+ P(C).

Iz ove definicije proizilaze i sledece osobine verovatnoce:
1. verovatnoéa nemoguceg dogadaja je 0, odnosno P()) =0,
2. verovatnoéa suprotnog dogadaja je P(A) =1— P(A),
3. ako dogadaj A implicira dogadaj B (A C B) tadaje P(A) < P(B),
4. zasvaki dogadaj A vazi, 0< P(A) <1,
5)

verovatnoca unije dva dogadaja je P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AB).

U praksi cesto eksperiment ima kona¢no mnogo ishoda koji su jednako verovatni, tj. skup

svih ishoda je na primer Q = {w;,ws,...,wr} ivazi Pw) = P(wy) == P(wy) = % (kao

sto je , recimo, pri bacanju kocke za igru). Onda je od znacaja sledeca definicija.

ldefinicija je prilagodena ¢itaocima kojima je namenjen udzbenik
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Klasi¢na definicija verovatnocée. Neka je €2 konacan skup ishoda koji su jednako verovatni.
Verovatnoca dogadaja A jednaka je odnosu broja povoljnih ishoda m prema broju svih moguéih
ishoda k, tj.

Primer 7. Neka su dogadaji A, B,C,D i E kao u primeru 1. Odrediti verovatnoce ovih
dogadaja.

Resenje. Ukupan broj ishoda je 6. Svi su ishodi jednako verovatni. Kako je

1

A ={4,5,6}, broj povoljnih ishoda za dogadaj A je 3. Znaci, P(A) = % =3
N 1 1 B 1 o 1
Slicno, P(B) = 5 P(C) = 5 P(D) = 1 P(E) = 5

Primer 8. Jedan novci¢ se baca dva puta. Registruje se gornja strana novcica. Izracunati
verovatno¢e dogadaja A : ,,da ta¢no jednom padne pismo”, dogadaja B :,da bar jednom
padne pismo” i dogadaja C':,,da je u prvom bacanju pismo, a u drugom glava”.
Resenje. Ukupan broj ishoda je 4, jer je Q = {pp, pg, gp, gg}. Kako je

1 3
A = {pg, gp}, sledi P(A) = - = 5 Iz B = {pp, pg, gp}, sledi P(B) = 7 Posto je

SN

C ={pg}, =zakljucujese P(C)=

e

2.3 USLOVNA VEROVATNOCA. NEZAVISNOST

Cesto je prilika da se trazi verovatnoéa nckog dogadaja B, a da se ima informacija da se
odredeni dogadaj A realizovao. Neka su eksperiment i dogadaj C' kao u primeru 8. Recimo
da se ima informacija da je u oba bacanja nov¢i¢ pao na istu stranu. Posle te informacije skup
svih ishoda je {pp,gg} i verovatnoca dogadaja C' je P(C) = 0. Pre dodatne informacije ta

verovatnoca je bila i

Uslovna verovatnoéa dogadaja B, pri uslovu da se realizovao dogadaj A sa P(A) > 0, u
oznaci P(BJ|A), jednaka je

P(AB)

P(A)

Odavde sledi da je verovatnoca proizvoda dva dogadaja jednaka

P(B|A) =

P(AB) = P(A) - P(B|A) = P(B) - P(A|B).

Ako verovatnoca realizacije dogadaja B ne zavisi od realizacije dogadaja A sa P(A) > 0,
tada mora biti
P(B|A) = P(B).
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Zato se za dva dogadaja A i B kaze da su nezavisni (stohasticki nezavisni) ako je
P(AB) = P(A) - P(B).
Ukoliko ovaj uslov nije zadovoljen, kaze se da su dogadaji A i B zavisni.

Primer 9. Iz 3pila (52 karte) se sluc¢ajno izvlaci jedna karta. Da li su dogadaji
A, izvucCena je dama” i B :,, izvucen je pik” nezavisni?

Resenje. Dogadaj A ima cetiri povoljna ishoda: ,, izvucena je dama pik”,

,, izvucena je dama herc”, ,, izvucena je dama tref” i ,, izvucena je dama karo”. Sledi,
4 1
P(A)=—=—.
(4) 52 13
Dogadaj B ima 13 povoljnih ishoda: ,, izvucena je jedinica pik”, ,, izvucena je dvojka pik”, . .
. ,, izvucen je kralj pik”. Zato je
13 1
P(B) = — = -.
(B) 52 4

Dogadaj AB ima samo jedan povoljan ishod ,,izvucena je dama pik” pa je

P(AB) = .
52
1 1 1 . . . o
Iz P(A)-P(B) = 515" P(AB) sledi da su ovi dogadaji nezavisni.

Zadatak 1. U jednom preduzecu je 200 zaposlenih svrstano po polu i godinama starosti slede¢om
tabelom

starost | muski | zenski | ukupno
[0, 30) 20 30 50
(30, 50) 70 60 130
[50, 65] 12 8 20
200

Kolika je verovatnoca da je slucajno izabrani zaposleni
a) od 30 do 50 godina starosti

b) muskog pola

c) zenskog pola ili ispod 30 godina starosti

d) Zenskog pola ako se zna da je ispod 30 godina starosti.
Rezultat. a) 0,65  b) 0,51 c) 0,59 d) 0,6.

Zadatak 2. Iz skupa S = {1,2,...,20} je slucajno izabran jedan broj. Ako je poznato da je
izabran broj deljiv sa 3, kolika je verovatnoca da je izabran paran broj?

Rezultat. 0,5.
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Zadatak 3. Broj prodatih jakni, u jednoj prodavnici, svrstan je po boji i proizvodacu

proizvodac¢ | boja | br. jakni

najk teget 34
najk crna 10
najk braon 4
adidas teget 26
adidas crna 4
adidas braon 2
80

Nadi verovatnoc¢u da Ce slede¢a kupljena jakna biti
a) marke najk,
b) braon, marke adidas,
c) teget ili crna,
d) crna ili marke najk.

Rezultat. a) 0,6 b) 0,025 ¢) 0925 d) 0,65.

Zadatak 4. Kolika je verovatnoca da se pri bacanju kockice dobije neparan broj ako se zna
da je pao broj manji od pet.

Rezultat. 0.,5.

Zadatak 5. Ako je poznato da je iz Spila (52 karte) izvucena karta crvene boje, nadi
verovatnocu da je izvucena desetka.

1
Rezultat. —.
ezulta E

Zadatak 6. U jednoj prodavnici je 95 ispravnih i 5 neispravnih sijalica. U zelji da kupi dve
sijalice, kupac isprobava jednu po jednu. Ako isproba samo dve sijalice, naé¢i verovatnocu da su
obe ispravne. (Jasno da se jednom isprobana sijalica ne vraca bilo da je ispravna ili neispravna.)

Rezultat. 0,902.

2.4 FORMULA TOTALNE VEROVATNOCE. BAJESOVA FORMULA

Formula totalne verovatnoce i Bajesova formula u pojedinim sluc¢ajevima olaksavaju nalazenje
,,obicnih” i uslovnih verovatnoca. One vaze za potpun sistem dogadaja.

Za medusobno disjunktne dogadaje Hi, Hs,..., H, kaze se da ¢ine potpun sistem do-
gadaja akoje Hy+Hy+...+H,=Q 1 P(H;)>0 zasvako i =1,2,...,n.
Dogadaji Hi, Hs, ..., H, se nazivaju hipotezama ili uzrocima.
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v

H2 L) H
n

- /

Slika 3: Potpun sistem dogadaja H;.

Ako se dogadaj A realizuje kao posledica raznih uzroka H; i ako se znaju uslovne verovatnoce
P(A|H;), moze se naéi verovatnoc¢a dogadaja A.

Formula totalne verovatnocée. Ako dogadaji  Hi, Hs,...,H, Cine potpun sistem do-
gadaja, tada za bilo koji dogadaj A C Q) vazi
= > P(A|H;) - P(H)).

1=1

Iz ¢injenice da za svaki dogadaj A C Q) vazi (slika 4.) daje A= Zn: AH;, sledi
i=1

=P <zn: AHZ-> " P(AHL) zn:P (A|H,) - P(H,).

1=1

Q
//’ [ /! ‘\\
fHI1 - H3 / '
o]
....... A
N i T

Primer 10. Jedna serija od 200 proizvoda ima 5% neispravnih, a druga serija od 150 proizvoda
ima 6% neispravnih. Iz prve serije se sluéajno bira 60, a iz druge 40 proizvoda koji se nose u
prodavnicu. Kolika je verovatnoc¢a da kupac kupi jedan ispravan proizvod?
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ResSenje.

Dogadaj A : , kupljeni proizvod je ispravan”.
60

Dogadaj  H; : ,kupljeni proizvod je iz prve serije” — P(H;) = =0,6.
60 + 40
40
Dogadaj  Hs : ,kupljeni proizvod je iz druge serije” — P(H,) = 60540 — 0,4.

Verovatnoca da je kupljen ispravan proizvod iz prve serije je P(A|H;)=1—0,05=0,95.
Verovatnoca da je kupljen ispravan proizvod druge serije je P(A|H;)=1—0,06=0, 94.
P(A) = P(A|H,) - P(Hy) + P(A|Hs) - P(Hy) =0,95-0,6+ 0,94 - 0,4 = 0, 946.

Neka se dogadaj A realizuje kao posledica raznih uzroka H; (i = 1,2,...,n). Ako se zna da
se A realizovao, moze se nadi kolika je verovatnoca da se on realizovao pod odredenim uzrokom

H, tj. P(HylA).

Bajesova formula ili formula verovatnocée hipoteza (uzroka).
Ako dogadaji Hy, Hs, ..., H, ¢ine potpun sistem dogadaja, tada za bilo koji dogadaj A C Q,
sa P(A) >0, vaz

P(A) i P(A|H;) - P(H;)

Primer 11. Akumulator moze pripadati jednoj od tri serije sa verovatnocama 0,25; 0,5; i
0,25 redom. Verovatnoca da ¢e akumulator prve serije raditi tri zime je 0,1. Verovatnoca da ¢e
akumulator druge serije raditi tri zime je 0,2 i trece serije je 0,4.

a) Nadi verovatnoc¢u da kupljen akumulator radi tri zime.

b) Ako je akumulator radio tri zime, naéi verovatnoéu da je iz trece serije.

Resenje. Neka je dogadaj A : ,,akumulator radi tri zime”.

Za dogadaj H; : ,akumulator je iz prve serije” = P(H;) = 0,25 i za dogadaj
A|H, : ,akumulator prve serije radi tri zime” == P(A|H;) =0, 1.

Za dogadaj H,: ,akumulator je iz druge serije” = P(H3) = 0,5 i za dogadaj
A|Hy : ,akumulator druge serije radi tri zime” == P(A|Hz) =0,2.

Za dogadaj Hj: ,akumulator je iz trece serije” — P(Hj3) = 0,25 i za dogadaj
A|Hj : j,akumulator trece serije radi tri zime” =— P(A|H3) =0,4.

a) P(A)= P(A|Hy) - P(Hy) + P(A|H,) - P(Hy) + P(A|H3) - P(H3) =
=0,1-0,2540,2-0,5+0,25-0,4 =0,225.
P(A|H3) - P(H3) B 0,4-0,25 B 4

b) P(Hi|4) = —=Fop e =5
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Zadatak 7. U jednoj kutiji se nalaze dve bele i tri crne kuglice, a u drugoj cetiri bele i tri
crne. Ako se slucajno bira jedna kutija i iz nje izvlaci jedna kuglica, na¢i verovatnocu da se
izvuce crna kuglica. Smatra se da su izbori kutija jednako verovatni dogadaji.
18

Rezultat. a5
Zadatak 8. U jedan objekat se ugraduju cevi dveju fabrika I i I1. Fabrika I dostavlja 65%,
a I1 fabrika 35% potrebnih cevi. Propisanom standardu odgovara 95% cevi I fabrike i 90% cevi
11 fabrike.

a) Odrediti verovatnocu da slucajno izabrana cev bude standardna,

b) odrediti verovatnoéu da je ugradena cev iz I fabrike ako se zna da je ugradena cev
standardna.

Rezultat. a) 0,93 b) 0,66.
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3 SLUCAJNA PROMENLJIVA

Da bi se prevazisao problem beskonacne populacije, kada se ne moze (u opStem slucaju)
govoriti o tome za koliko elemenata populacije obeleZje ima odredenu vrednost, pojam obeleZja se
povezuje sa pojmom slucajne promenljive u Teoriji verovatnoce.

Definicija. Funkcija koja svakom ishodu w € €, dodeljuje realan broj X(w) je slu¢ajna
promenljiva, ako zadovoljava uslov da je za svako z € R skup {w]|X(w) < z} dogadaj, tj.
podskup od €.

Slucajne promenljive se oznacavaju velikim slovima XY, 7 X; itd. Vrednosti slucajne
promenljive su realizacije slu¢ajne promenljive i oznacavaju se malim slovima x,vy, 2, z1
itd.

Primer 1. Eksperiment je bacanje novéi¢a dva puta. Registruje se niz ,,glava” (g) i ,,pisama”
(p) . Skup svih ishoda je 2 = {gg, gp, pg, pp}. Neka funkcija X svakom ishodu dodeljuje broj
registrovanih ,,pisama” (slika 5.).

/gg/ Zp pg pp

Slika 5: Slucajna promenljiva X

Kako je
1] za x <0
{99} za 0<z<l1
wl Xw) <zl =
W X(w) < oy {99,9p,pg} 7za 1<z <2
Q za T > 2,

ispunjen je uslov da je za svako z € R skup {w]|X(w) < x} dogadaj, pa je X slucajna
promenljiva.
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Slucajni dogadaj {gp,pg} C Q je sada dogadaj da slu¢ajna promenljiva X uzme vrednost jedan
i moze se krace zapisati, {X = 1}. U tom smislu, dogadaj {w|X(w) = 2;} se najcesée zapisuje
u obliku {X = x;}.

Slucajni dogadaj {gg, gp,pg} C Q je sada dogadaj da slucajna promenljiva X uzme vrednost
nula ili jedan. Kako su dogadaj {X = 0} = {gg} i dogadaj {X = 1} = {gp,pg} disjunktni,
sledi

{pg,gp,pg} ={X=0vX =1} = {X =0t +{X =1} ={l <X <2}

Skup realizacija slucajne promenljive X je {0, 1,2}.

Nad istim skupom ishoda moze se definisati i druga slu¢ajna promenljiva Y koja ishodu dodeljuje
0 ako u oba bacanja padne ista strana novéi¢a, a 1 u suprotnom (slika 6).

Slika 6: Slucajna promenljiva Y

Kako je
0 za <0
WY <2} ={ {gg.w} = 0<z<1
Q za x>1,

ispunjen je uslov da je za svako z € R skup {w|Y(w) < z} dogadaj, pa je Y slucajna
promenljiva.

Skup realizacija slucajne promenljive Y je {0,1}. Primeri nekih dogadaja su:
{Y=1}={gp,pg}, {Y=3}=0, {VY>-1}=0, {Y<-2}=0, {Y<5}=4,
{Y=1/2} =0, {Y>1/2} ={Y =1} ={gp,pg}, {0<Y <1} ={V =0} = {gg,pp} itd.

Nadalje se razmatraju dva tipa slu¢ajnih promenljivih: diskretne i apsolutno neprekidne.
Diskretne slucajne promenljive imaju kona¢no mnogo vrednosti {z1,xs,...,z,} ili prebrojivo
beskona¢no mnogo vrednosti {xi,zs,x3,...}. Apsolutno neprekidne slucajne promenljive imaju
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neprebrojivo mnogo vrednosti. Sluc¢ajne promenljive X i Y iz primera 1. su diskretne slucajne
promenljive.
Postoje slucajne promenljive koje ne odgovaraju ni jednom od ova dva tipa.

3.1 DISKRETNA SLUCAJNA PROMENLJIVA

Slucajna promenljiva diskretnog tipa je odredena ako su poznate sve njene realizacije x; i
sve verovatnoce realizacija dogadaja {X = z;}, tj. verovatnoce p; = P{X = z;}. Sve realizacije
x; 1 sve verovatnote p; = P{X = z;} Cine zakon raspodele verovatnoca diskretne slucajne
promenljive (kaze se i zakon raspodele). Ako je diskretna slu¢ajna promenljiva sa kona¢no mnogo
vrednosti, tada se njen zakon raspodele zapisuje u obliku

r1T To2 ... Ip
p1 P2 - DPn )
Sve verovatnocCe p; su pozitivni brojevi i njihov zbir mora biti 1, tj. p1 +ps+---+p, = 1.

Ukoliko je sluc¢ajna promenljiva diskretna sa prebrojivo beskona¢no mnogo vrednosti, tada se
njen zakon raspodele zapisuje u obliku

rKT To ... Tp ...
Pr P2 ... DPn ...
I ovde su verovatnoce p; pozitivni brojevi i zbir svih verovatno¢a mora biti 1.

Primer 2. Neka su slucajne promenljive kao u primeru 1. Zakon raspodele slucajne promenljive
X je
0 1 2
1/4 1/2 1/4
2

1 .
, pazP{le}zP{gp,pg}=Z=§ i

jer su verovatnoce
p1=P{X =0} = P{gg} =

ps = P{X =2} = P{pp} =

[ =] =

1
Sada, kada se zna raspodela slucajne promenljive X, mogu se odrediti verovatnoce svih dogadaja

oblika {X € S}, gde je S neki skup realnih brojeva. Ako je S = [—5, 3/2), onda je

P{XeS=P{-5<X<3/2}=P{X=0VX=1}=P{X=0+P{X=1}=-+ :Z.

e
N —

Zakon raspodele slucajne promenljive Y je

( 1(/)2 1}2 )
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Primer 3. Novci¢ se baca sve dok ne padne ,,glava”. Odrediti raspodelu slucajne promenljive
Z koja predstavlja broj bacanja.

Resenje. Ocigledno je Z diskretna slu¢ajna promenljiva sa prebrojivo beskonacno mnogo vred-
nosti. Ona uzima vrednosti 1,2, 3, itd.

1
m=P{Z=1}= P{g} = 5 (jedan je povoljan ishod od dva moguéa)
1
pe = P{Z =2} = P{pg} = 1 (jedan je povoljan ishod od ¢etiri moguéa)
1
pe = P{Z =2} = P{ppg} = 3 (jedan je povoljan ishod od moguéih 23 = 8)

: ' |
pi=P{Z=i}=P{pp...pg} == (jedan je povoljan ishod od moguéih 2°)
~—— WA

i—1

Sledi da je zakon raspodele slucajne promenljive Z
1 2 3 ... 1 L
1/2 1/4 1/8 ... 1/2¢ ... )"

1 1
Napomena. Suma B + 1 +...+ o +...=1. To je geometrijski red sa kolicnikom ¢ = 5 < 1.

U primeru 1. prve glave za populaciju od 40 kupaca i za obelezje ,,veli¢ina cipela” razmatrana
je sledeca raspodela obelezja:

vel. cipela~z; | 38 | 39 40 41 42 43 44 | >
br. kupaca-f; | 4 3 7 13 7 3 3 40
1 0,1 0,075 0,175 | 0,325 | 0,175 | 0,075 | 0,075 | 1

1

Neka je eksperiment, slucajan izbor jednog kupca. Skup svih ishoda je 40 kupaca tj. cela
populacija. Obelezje ,,velicina cipela” postaje slucajna promenljiva X koja svakom kupcu
(ishodu) dodeljuje broj i to bas veli¢inu kupljenog para cipela. Skup realizacija slu¢ajne promen-
ljive X je {38,39,40,41,42,43,44}. Odgovarajuée verovatnoce su:

4

=P{X=38}=—=0,1

b1 { } 40 )

3
p2=P{X =39} =5 =0,075

;
p7=P{X:44}:4—0:0,075
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zakon raspodele verovatnoca slucajne promenljive X je

38 39 40 41 42 43 44
0,1 0,075 0,175 0,325 0,175 0,075 0,075 |~

Dakle, raspodela slucajne promenljive X je ista kao raspodela posmatranog obelezja .

Kad je populacija konacna, uvek se moze definisati eksperiment tako da se raspodela obeleZja
poklapa sa zakonom raspodele odgovarajuce slucajne promenljive. Kod beskonacne populacije se
zakljucei o obeleZju uvek izvode preko nekog zadatog eksperimenta tako da se to obeleZje moZze pois-
tovetiti sa odgovarajucom slucajnom promenljivom. Na taj nacin se problem raspodele obeleZja
svodi na odredivanje zakona raspodele verovatnoca odgovarajuce slucajne promenljive.

Svakoj slucajnoj promenljivoj pridruzuje se i funkcija raspodele verovatnoéa (krace,
funkcija raspodele).

Definicija. Realna funkcija F' definisana sa
F(z) = P{X <z}, r € R,
je funkcija raspodele verovatnoca sluc¢ajne promenljive X.
Funkcija raspodele F(z) slu¢ajne promenljive X je neopadajuca funkcija , neprekidna sa

desne strane i za nju vazi: F(—o0) =0 i F(o0) = 1.

Ako je X diskretna slucajna promenljiva sa konacno mnogo vrednosti {x1,zs,...,z,}, tada
je njena funkcija raspodele zadata sa

0, T < x,
P, € §$<$2a

p1+p2a $2§$<$3a

p1+p2+"'+Pn—1> $n—1§x<zn>
1, T > T,

Na sledecoj slici se vidi da je grafik funkcije raspodele diskretne slucajne promenljive stepe-
nastog oblika.
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F 3
| ] o —
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Slika 7: Grafik funkcije raspodele diskretne slucajne promenljive.

Primer 4. Ako slucajna promenljiva X ima sledeé¢i zakon raspodele

1 2 3
0,3 0,5 0,2

0 =za T <1,

njena funkcija raspodele je

0,3 za 1<ax<?2
F(z) = 0,8 za 2<ux<3,
1 =za T > 3.
1 [ S . &
08 |- —
1% | EASENREN _—
g 2 ; "

Slika 8: Grafik funkcije raspodele iz primera 4.
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3.2 APSOLUTNO NEPREKIDNA SLUCAJNA PROMENLJIVA

Skup vrednosti slu¢ajne promenljive X apsolutno neprekidnog tipa je neki interval, podskup
skupa realnih brojeva ili ceo skup realnih brojeva. Posto je skup vrednosti neprebrojiv, intuitivno
je jasno da je verovatnoca da slucajna promenljiva X uzme tac¢no odredenu vrednost, recimo ¢,
jednaka nuli, tj. P{X =i} = 0. Zato su od znacaja verovatnote P{a < X < b}.

Definicija. Slucajna promenljiva X je apsolutno neprekidnog tipa ako postoji nenegativna
funkcija f: R — R, tako da je za bilo koji interval [a,b) C (—o0, c0),

Pla< X <b} = /f(:c)da:.

Funkcija f(z) mora zadovoljavati uslov ~ P{—oc0o < X < oo} = P{Q} = }O f(x)dx = 1.

Funkcija f(z) je gustina raspodele verovatnocéa (krace, gustina raspodele) slu¢ajne promen-
ljive X. Ovo ime je zato s§to je verovatnoca da X uzme vrednost iz nekog intervala proporcionalna
duzini tog intervala, a koeficijent proporcionalnosti je bas f(z).

Diskretna slu¢ajna promenljiva nema gustinu raspodele.

Kako je fbf(:z)da:

y = f(x), pravama = = a, x = b i osom Oz, to je i verovatnoc¢a da slu¢ajna promenljiva uzme
vrednost iz intervala [a,b) C (—o0, 00), tj. P{a < X < b}, jednaka mernom broju pomenute
povrsine (slika 9.). Sledi i da je povrsina ispod grafika gustine raspodele f(z), a iznad z-ose,
jednaka jedan.

merni broj povrsine zatvorene oblasti ograni¢ene krivom (gustinom)

“f(x)

P{a < x < b}

aill

11/
|

T

AT A
NI

v

Slika 9: Grafik gustine f(z) neke apsolutno neprekidne sluc¢ajne promenljive X.

Za svaku slucajnu promenljivu funkcija raspodele F'(z) je definisana za sve realne vrednosti x.
Ako je X slucajna promenljiva apsolutno neprekidnog tipa sa gustinom f(x), onda je

F(z) = P{X <z} = / £(t)dt.
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Dakle, F'(x) je neopadajuca, neprekidna funkcija od = i

F'(z) = f(x)

u svim tackama u kojima je f(z) neprekidna funkcija. Takode, 0 < F(x) <1 za svako z.
Iz definicije funkcije raspodele F(x), zbog P{X =a} = P{X =0} =0, sledi

b
P{a<X<b}:P{agX<b}:P{a<X§b}:P{CLSX§b}:/f(x)dx:F(b)—F(a),
P{X>a}=P{X>a}=1-P{X <a}=1-P{X <a}=1- Fla).

Primer 5. Odrediti konstantu ¢ tako da funkcija:

() = c-2?, 0<z<2
N 0, z<0Vz>2

bude gustina raspodele verovatnoca. Zatim naci funkciju raspodele.

Resenje. Da bi ova funkcija bila gustina raspodele, mora da zadovoljava uslov

0o 2 3| 2 3

[ flx)dr =1, tj. [c-2%’dr=1. Sledi, c- % =1 odakle je c= 5
—0 0 0

Zmaci, gustina raspodele je

3.2 0<x<2
_ 8 ) =& =
f(‘“)—{o, T <0Vae>2 "
a funkcija raspodele je
0, <0
x 3
F(z) = f%tzdtzg, 0<z<2 .
0
1, T > 2

Primer 6. Ako slucajna promenljiva X ima gustinu raspodele
r .
fla) = §-s1n:17, 0<x<m,
0, inace,

nadéi verovatnocée
T

™ 3
b) P{—< X< —}.
) {2_ _2}

Resenje.

a) P{O<X§%}:

O—ln

O—in
N | —
o
N

-sinz-dx:—ﬁcosx =

fz) - do =
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3

7 1
sinm-dm+/0-dmz 7

3

T _3W}:Zf(x)wm:jf(x)'dx_'_ff(x)'dx:

N|:|H:]
NN

Primer 7. Ako sluéajna promenljiva X ima funkciju raspodele

0, x <0,
Flx)=< 2% 0<z<1,
1 x>1,

naéi verovatnoce
P{X<Z
2) { = 2}’ 1
b) P{{—l <X < §}'
- . 1 1
Resenje. a) P {X < 5} =F <§>

b) P{—1§X<%}:F<%> — F(=1)

I
A/
N —
S~

[\]

I

e

Il
/N
Wl
S~

no
|

(@n)

Il
Ol

3.3 VISEDIMENZIONALNA SLUCAJNA PROMENLJIVA

Do sada su predmet razmatranja bile samo jednodimenzionalne slucajne promenljive. Medu-
tim, istovremeno se moze posmatrati i vise slucajnih promenljivih na istoj populaciji. Na primer,
temperatura, vlaznost vazduha i nivo buke na nekom radnom mestu.

Akosu X : Q@ - R, Y : Q — R slucajne promenljive, tada se uredeni par (X,Y")
naziva dvodimenzionalna slu¢ajna promenljiva. Uredeni par (X,Y’) svakom ishodu w €

dodeljuje uredeni par brojeva (X (w),Y (w)) = (z,y) € R x R = R2.

X, Y)®)

Y(m)

,:\l'

X(m)

Slika 10: Slucajna promenljiva (X,Y).
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Funkcija raspodele dvodimenzionalne slu¢ajne promenljive Fxy : R? — [0, 1] se definise kao
verovatnocéa realizacije dogadaja {X < z,Y <y} tj.

Fxy(z,y)=P{X <2,Y <y} =nyeR.

Nadalje se razmatraju samo dvodimenzionalne slucajne promenljive diskretnog tipa.

Dvodimenzionalna slu¢ajna promenljiva je diskretnog tipa ako su X i Y diskretnog tipa.
Ako je {x1,22,...,2,} C R skup vrednosti slucajne promenljive X, a {y1,v2,...,yn} C R
skup vrednosti slu¢ajne promenljive Y, onda je

RXY = {(xlyyl)a (1'1,'3/2), (xlay?))a ) (x27y1)7 (x27y2)a ey (xmayn)} - R2

skup vrednosti diskretne dvodimenzionalne slucajne promenljive (X,Y’). Vrednostima (z;,y;)
ovog skupa odgovaraju verovatnoce

piy = P{XY) = (zi,9)} = P{X =z, Y = y;}.

Skup vrednosti Rxy zajedno sa odgovarajuc¢im verovatnocama p;; predstavlja zakon raspodele
diskretne dvodimenzionalne slu¢ajne promenljive (X,Y’). On se obi¢no zapisuje analiticki ili u
obliku tabele

X \Y N Yo | -+ | Un
T P11 | P12 | --- | Pin
T2 P21 | P22 | --- | Pon
Tm Pm1 | Pm2 -+ | Pmn

Zbir svih verovatnoca p;; mora biti jedan.

Primer 8. Novci¢ se baca tri puta. Posmatraju se dve slucajne promenljive
X: broj grbova u tri bacanja i Y broj grbova u poslednja dva bacanja.
Odrediti zakon raspodele dvodimenzionalne slu¢ajne promenljive (X,Y).

Resenje. Skup vrednosti slu¢ajne promenljive X je Rx = {0,1,2,3}, a skup vrednosti
slucajne promenljive Y je Ry = {0,1,2}.

Q= {ppp, ppg, Dp9p, 9pP, DPIY, gPY, 99p, 999}
! l l l ! ! ! l

Verovatnoce su redom:
pun=P{(X,Y)=(0,0)} = P{X =0,Y =0} = P{ppp} =

par = P{(X,Y)=(1,0)} = P{X =1,Y =0} = P{gpp} =

| — 0| —

pa2 = P{(X,)Y) = (1,1)} = P{ppg,pgp} =

pse = P{(X,Y) = (2,1)} = P{gpg, g9p} =

|
N

IS N Ne I V)
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paz = P{(X,Y) = (2,2)} = P{pgg} =

pas = P{(X,Y) = (3,2)} = P{ggg}t = ¢.

Ostale verovatnoce pia, p13, P23, P31, Pa1, Pao su jednake nuli. Na primer
pe=P{(X,Y)=(0,1)} = P{X =0,Y =1} =0 jer je dogadaj {(X,Y) = (0,1)} nemogué.
Sledi da je zakon raspodele

| — ool

X\Y[ 0] 1]2
0 [1/8] 0 | 0
1 [1/8]1/4] 0 |
2 | 0 |1/4]1/8
3 [0 0 |1/8

Iz zajednicke raspodele diskretnih sluc¢ajnih promenljivih X i Y mogu se odrediti poje-
dina¢ni zakoni raspodela jednodimenzionalnih diskretnih slu¢ajnih promenljivih X i1 Y. Ako
je zajednicka raspodela diskretnih slu¢ajnih promenljivih X i Y data tabelom tada je zakon
raspodele slucajne promenljive X oblika

T To ... Ty

Ple D2e¢ --- DPme ’
gde je pje = pi1 +Pi2+ - ..+ Pin, zbir verovatnoca u i-toj vrsti ( i = 1,2,...,m). Zakon raspodele
slucajne promenljive Y je oblika

Y1 22 P )
DPe1 De2 --- Pen ’
gde je pej = p1j + P2j + ... + Dmj, zbir verovatnoca u j-toj koloni ( j =1,2,...,n).
Raspodele slucajnih promenljivih X i1 Y koje proizlaze iz zajednicke raspodele slucajnih

promenljivih X i Y nazivaju se marginalne raspodele dok se verovatnoce p;s i pe; nazivaju
marginalne verovatnode.

Primer 9. Odrediti marginalne raspodele slucajnih promenljivih X i Y iz prethodnog primera.

Resenje. Slucajna promenljiva X uzima vrednosti iz skupa {0, 1,2,3} sa verovatnoéama

.
ol = ool w ool w | =

P{X=3}=pu=0+0+_ =
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Prema tome, marginalna raspodela slucajne promenljive X je

<1(/)8 3}8 338 1?8)'

Skup realizacija slucajne promenljive Y je {0,1,2}, a verovatnoce su

1 1 1
P{Y =0} =pa=-+-+0+0=—,
{ } = pe1 gTgto+ 1
1 1 1

P{Y =1} =pyy=04+-+-4+0==,
{ } = pe2 totgt 5

11 1
P Y = 2 = De3 — — - = —
{ b=pa =0+ 40 =17
Prema tome, marginalna raspodela slucajne promenljive Y je

<194 1}2 134 )

3.4 NEZAVISNE SLUCAJNE PROMENLJIVE

Pojam nezavisnih slu¢ajnih dogadaja moze se prosiriti na slu¢ajne promenljive.

Neka su X i Y slucajne promenljive diskretnog tipa. One su nezavisne ako i samo ako je
za svako 1, ]

py=pi-p; . PUXY) = (z,9)} = P{X =2,V =y;} = P{X =z} - {Y = y;}.

Diskretne slucajne promenljive X i Y iz prethodnog primera nisu nezavisne.

P{X,Y)=(1,2)}=P{X=1Y =2} =0, P{X=1}= g P{YzQ}z%.

Moze se, neformalno, reéi: ako su slu¢ajne promenljive X 1 Y nezavisne, umesto jedne
dvodimenzionalne slu¢ajne promenljive (X,Y) mogu se posmatrati dve (jednodimenzionalne)
slucajne promenljive X i Y.

U praksi nezavisnost slu¢ajnih promenljivih X i Y obi¢no sledi iz fizickih uslova eksperi-
menta za koji su te slucajne promenljive vezane. Uvek kada se kaze da se vrSe nezavisna merenja
dveju (ili vise) veli¢ina, to znacéi da su odgovarajuée sluc¢ajne promenljive nezavisne u smislu
prethodne definicije.
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NUMERICKE KARAKTERISTIKE
SLUCAJNIH PROMENLJIVIH

Gustina raspodele za apsolutno neprekidnu i zakon raspodele za diskretnu slucajnu promen-
ljivu predstavljaju potpune karakteristike ovih slucajnih promenljivih. U mnogim prakti¢nim
problemima nije neophodno poznavati sve karakteristike slucajne promenljive. Ponekad je do-
voljno poznavati bitne numericke karakteristike. Najve¢i prakticni znacaj imaju matematicko
ocekivanje i disperzija.

3.5 CENTRI GRUPISANJA VREDNOSTI SLUCAJNIH PROMENLJIVIH

Matematicko ocekivanje, medijana i mod su numericke karakteristike koje ukazuju na centar
grupisanja vrednosti slu¢ajne promenljive.

Matematicko ocekivanje slucajne promenljive X u oznaci E(X) je osnovna numericka ka-
rakteristika slucajne promenljive.
Neka je slucajna promenljiva diskretnog tipa sa kona¢no mnogo vrednosti:

X:<ZL'1 Ty ... l’n>’ Zplzl

D1 P2 - DPn et

Tada je matematicko ocekivanje broj
E(X)= Z:fz - D
Ako slu¢ajna promenljiva ima prebrojivo beskonac¢no vrednosti, matematicko ocekivanje broj
E(X) = i% - s, ukoliko postoji.
i=1

Matematicko ocekivanje sluc¢ajne promenljive apsolutno neprekidnog tipa sa gustinom f(x) je

broj
+oo

E(X)= / x - f(z)dz, ukoliko postoji.

— 00

Termin matematicko ocekivanje cesto se skracuje pa se koristi naziv ocekivanje ili ocekivana
vrednost. Osim toga, koristi se i termin srednja vrednost slu¢ajne promenljive.

Primer 10. Slucajna promenljiva X

v. [ L 2 3 4 5
10,05 0,2 0,4 0,25 0,1

ima matematicko ocekivanje

E(X)=1-0,05+2-0,243-0,4+4-0,25+5-0,1=3,15.
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Primer 11. Slucajna promenljiva X sa gustinom

3.22 0<r <2
_ 8 ) = =
f(‘”)—{o, v <O0Va>?2
ima matematicko ocekivanje
oo 2 2 2
3 3 3 ! 3 3
E(X):_/x-f(x)dxzo/x 3 x2dx:§0/x3dx:§-% . 25(24—0):5

Osobine matematickog ocekivanja slucajne promenljive X su:

1. Ako je X = ¢, gde je c konstanta, tada je E(c) = ¢,

2. E(a-X+0b)=a-E(X)+b, gdesuaibkonstante,

3. BE(X+Y)=FE(X)+ E(Y) za bilo koje dve slu¢ajne promenljive X i Y,

4. BE(X -Y)=E(X) - E(Y), ukoliko su slu¢ajne promenljive X i Y nezavisne.

Medijana slucajne promenljive X, se oznacava sa M, (X).
Kod diskretne slu¢ajne promenljive X medijana se definiSe kao resenje sistema nejednacina

P{X < M(X)} <
Moguce je da ne postoji takva jedinstvena vrednost kod diskretne slucajne promenljive.

Kod apsolutno neprekidne slucajne promenljive medijana je ona vrednost slucajne promenljive
za koju je

P{X < M,(X)} = %

flx)

| =
K| =

v

M, (x) x

Slika 11: Medijana apsolutno neprekidne slu¢ajne promenljive sa gustinom f(z).
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Kod apsolutno neprekidne sluc¢ajne promenljive medijana je uvek jedinstvena i odgovara ordinati
koja deli povrsinu ispod krive gustine f(x) na dva jednaka dela. Kako je ukupna povrsina ispod

krive gustine jednaka jedan, to svaki ovaj deo ima povrsinu 3 (slika 10).

Mod (modus) sluc¢ajne promenljive se oznacava sa M,(X). Kod diskretne slu¢ajne promenljive
to je ona vrednost slucajne promenljive koja ima najveéu verovatnocu u svojoj okolini.

Kod apsolutno neprekidne slu¢ajne promenljive, mod je ona vrednost u kojoj gustina f(x)
ima maksimum (lokalni).

Primer 12. Slucajna promenljiva X sa raspodelom

X <134 1;14 1?2)

ima mod M,(X) = 8, jer vrednost 8 slu¢ajna promenljiva uzima sa najvetom verovatno¢om, a
koja iznosi 1/2.

Moment reda k (k € N') slucajne promenljive X , u oznaci my,, je matematicko ocekivanje
slucajne promenljive X* (ukoliko ovo postoji).
U diskretnom slucaju, tj. za

X:<[L’1 To ... l'n>’ mk:E(Xk):fopl
i=1

Pr P2 ... DPn

Za slucajnu promenljivu apsolutno neprekidnog tipa sa gustinom f(z)

[e.e]

my, = B(X¥) = / 2 f(a)da.

— 00

Matematicko ocekivanje je moment prvog reda.

3.6 MERE RASTURANJA OKO CENTARA GRUPISANJA

Mere odstupanja vrednosti slu¢ajne promenjive od njenog matematickog ocekivanja
su disperzija i standardna devijacija.

Disperzija (varijansa) je numericka karakteristika vezana za rasturanje ili rasejavanje sluc¢ajne
promenljive oko njenog ocekivanja. Disperzija slu¢ajne promenljive u oznaci D(X) je broj

D(X)=E(X - E(X))",
ukoliko o¢ekivanje E(X) postoji. Disperzija se moze efektivno izra¢unati na sledeéi nacin
D(X) = E (X?) - (E(X))".

Ako je X diskretna slucajna promenljiva sa raspodelom

X - 1 X9 ... Tp
Pr P2 .- Pn
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onda slu¢ajna promenljiva X? ima raspodelu
5. R S et
pP1 P2 ... DPn
n
i njeno matematicko ocekivanje je  E(X?) = 3 a? - p,.
i=1

Za E(X) = p, sledi da je matematicko oéekivz;nje diskretne slucajne promenljive

n

D(X) = Z(%’ — ) pi = ZSC? - pi—
i=1

i=1

Ako je X apsolutno neprekidna slucajna promenljiva sa gustinom f(z), Cije je matematicko
+00
ocekivanje FE(X)= [ x- f(z)-dxr =p disperzija je
“+oo

D(X) = B(X?) = (B(X)) = [ «*- f(x) - do

—00

Primer 13. Slucajna promenljiva X

X < 194 1}2 134 )

1 1
ima matematicko ocekivanje E(X)=0- 1 +1- D) +2- 1= 1. Kako je
1 1 1 3 1
2y _ 2.5 L q2. 2 92 1 _° ~ _ 2y _ 2 _ 2 _ _1
E(X*) =0 4+1 2+2 1= 3 sledi  D(X) = FE(X?) — (E(X)) 5 1 5
Primer 14. Slucajna promenljiva X sa gustinom
3. .2
ﬂ@_{o, T <0V >2
: . 3 :
ima matematicko ocekivanje F(X) = 3 (primer 11.).
oo 2 2 2
3 3 3 z° 3 12
BE(X?) = /x2~f(:c)d:c:/x2~§:c2d:c:g/x4dx:§-% :E~(25—0):€.
~o0 0 0 0
. . . o 9 , 12 3\? 3
Disperzija ove slucajne promenljive je D(X) = E(X?) — (E(X))* = e <§> =35
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Osobine disperzije su:

. D(X) > 0 za svaku sluc¢ajnu promenljivu,

S

L D(
2. D(X) =0 ako i samo ako je X konstanta,

3. D(a-X +b) =a*- D(X), gde su aibkonstante, a X slu¢ajna promenljiva,

4. D(X+Y)=D(X)+ D(Y) ukoliko su X i Y nezavisne slu¢ajne promenljive.

Standardno odstupanje ili standardna devijacija je pozitivan broj

Centralni moment reda k (k£ € N') slucajne promenljive X, u oznaci My, postoji ukoliko
postoji moment reda k tj. my = FE (Xk) . Tada je

M, = E (X — E(X))*.
Disperzija je centralni moment drugog reda.

Koeficijent varijacije omogucava da se porede rasturanja, oko matematickog ocekivanja,
vrednosti slu¢ajnih promenljivih sa razli¢itim raspodelama. Ako matematicko ocekivanje i
disperzija postoje i ako je E(X) # 0 to je broj

C, = ili u procentima C,% =

3.7 NUMERICKE KARAKTERISTIKE
DVODIMENZIONALNE SLUCAJNE PROMENLJIVE

Centar grupisanja vrednosti dvodimenzionalne slu¢ajne promenljive najcesée karakterise

matematicko ocekivanje
E(X,Y) = (E(X), E(Y))
gde su E(X) i E(Y) matematicka oc¢ekivanja slucajnih promenljivih X i Y.

Disperzija dvodimenzionalne slu¢ajne promenljive (X,Y’) je ureden par (D(X),D(Y)) gde
su D(X) i D(Y) disperzije slu¢ajnih promenljivih X i Y.

Koeficijent korelacije meri stepen linearne zavisnosti slu¢ajnih promenljivih X i Y. Koefi-
cijent korelacije slu¢ajnih promenljivih X i Y se definise kao broj

_B(X - EX)) (Y - E(Y))) _ E(X-Y) - BX) EY)

Py J/D(X) /DY) /) /Dy
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Koeficijent korelacije ima sledece osobine:
1. Uzima vrednosti iz segmenta [—1,1].
2. Ako izmedu sluc¢ajnih promenljivih X i Y postoji linearna veza Y = a - X + b pri ¢emu je
a >0, onda je pxy = 1.
3. Ako izmedu slucajnih promenljivih X i Y postoji linearna veza ¥ = a- X + b pri ¢emu je
a <0, onda je pxy = —1.

4. Ako su slucajne promenljive X 1 Y nezavisne, tada je koeficijent korelacije pxy = 0.
Obrnuto u opstem slucaju ne vazi.

Primer 15. Dvodimenzionalna slucajna promenljiva (X,Y’) je zadata zakonom raspodele

X\Y[ 0 [1] 2
1 | 0,05]0,40,15|
1 [ 02]01]0.1

Odrediti koeficijent korelacije slu¢ajne promenljive (X,Y).

ReSenje. Iz zajednicke raspodele slucajnih promenljivih X i Y, sledi da je marginalna raspo-
dela slucajne promenljive X
-1 1
< 0,6 0,4 ) '

Zato su njeno ocekivanje i disperzija jednaki
E(X)=(-1):0,6+1-0,4=-0,6+0,4=—0,2
D(X)=(-1)>-0,6 +1%-0,4 = (=0,2)> = 0,6 4 0,4 — 0,04 = 0, 96.

Marginalna raspodela slucajne promenljive Y je

0o 1 2
0,25 0,5 0,25 J°

pa su njeno ocekivanje i disperzija jednaki
EY)=0:0,254+1-0,54+2-0,25=0+0,54+0,5=1
D(Y)=0%-0,25+12-0,5+2%-0,25-12=0+0,5+1—-1=0,5.

Ocekivanje E(XY') se racuna po formuli
E(XY) =3 xiy;-pi
4,3

gde je p;; = P{X =z;,Y = y;}. Sledi
E(XY)=(-1)-0-0,05+(-1)-1-0,4+(-1)-2-0,15+1-0-0,24+1-1-0,1+1-2-0,1 =
=-0,4-0,34+0,1+0,2=—-0,4.

Konacno, koeficijent korelacije izmedu slucajnih promenljivih X i Y je

04— (=0,2)-1
PXY = 596 - 0.5

= —0,29.
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VAZNIJE RASPODELE SLUCAJNIH PROMENLJIVIH

3.8 RASPODELE DISKRETNIH SLUCAJNIH PROMENLJIVIH

Zakon raspodele verovatnoca diskretne slucajne promenljive najcesS¢e se naziva diskretnom
raspodelom.

Binomna raspodela. U nekom eksperimentu registruje se samo da li se dogadaj A

realizovao ili ne. Neka je P(A) = p, odnosno P(A) = 1 — p = ¢. Neka se taj eksperiment
ponavlja n puta pod istim uslovima tako da su ta ponavljanja nezavisna. Slucajna promenljiva
Sp,—broj realizacija dogadaja A u n ponavljanja eksperimenta je diskretna slucajna promenljiva
sa vrednostima 0,1, 2,...,n. Slucajna promenljiva .S,, se naziva binomna slu¢ajna promenljiva.

Verovatnoca da slucajna promenljiva S,, uzme odredenu vrednost i € {0,1,2,...,n} je

; n i n—i n i n—i -

gde je
! cm—=1)-(n—i—+1
ny_o ot neo e nmid D) ) (—2) 3201
i il (n—1)! i!
Raspodela verovatnoca
0 1 2 1 c.oon
n n . .
qn npqn—l ( 5 ) p2qn—2 o ( ; ) pzqn—z o pn

naziva se binomna raspodela sa parametrima n i p i krace se pise S, : B(n,p).

Matematicko ocekivanje i disperzija ove slucajne promenljive su:

E(S,)=np i D(S,) =np(l—p).

Zadatak 1. Kolika je verovatnoca da se pri osam bacanja kocke , broj jedan pojavi tri puta?

56 - 5°
68

Rezultat. X : B(8,1/6); trazena verovatnoca je P{X =3} =

Zadatak 2. Kocka se baca deset puta. Kolika je verovatnoc¢a da se broj dva pojavi bar jednom.

5 10
Rezultat. X : B(10,1/6); trazena verovatnoca je P{X >1}=1— (6) .
Zadatak 3. Strelac gada u metu deset puta. Verovatnoca da pogodi metu je u svakom pokusaju

ista i iznosi 0, 7. Naci verovatnoc¢u da pogodi osam puta.
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Rezultat. X : B(10;0,7); trazena verovatnoca je P{X =8} =0,234.

Zadatak 4. Student polaze kolokvijum koji se sastoji od pet pitanja. Pod pretpostavkom da
on na svako pitanje odgovara tacno sa verovatno¢om 1/2, odrediti verovatnoce

a) da je taéno odgovorio na svih pet pitanja,

b) da je tatno odgovorio na tri pitanja,

c) da je tatno odgovorio najvise na dva pitanja

d) da je tatno odgovorio na vise od tri pitanja.

Rezultat. X : B (51, 0,5); trazene verovatnoce su
a) P{X =5}= 39
b) P{X=3}=—
16
c) P{X<2}:P{X:0}+P{X:1}+P{X:2}:i+i+gzl.
- 25 025 25 2
5 1 3

d) P{X>3}:P{X:4}+P{X:5}:$+$:E.

Puasonova raspodela. Ako je u binomnoj raspodeli B(n,p), p malo i n veliko (n > 50)

onda za A\ =n-p < 10 vaz da su verovatnoée p; = P{S, =i} priblizno jednake e - -
i!
vazi
. n i n—i N -\ .
pi = P{S, =i} = ; -p'- (1 —p) ~Nooe i=0,1,2,....
i!
Diskretna raspodela verovatnoca
0 1 2 e 1
A2 by
e Ner er . Doie?
2 i!

se naziva Puasonova raspodela.

Slu¢ajna promenljiva sa ovom raspodelom (u oznaci S, ) naziva se Puasonova slucajna
promenljiva. Krace se zapisuje S, : P(A). Matematicko ocekivanje i disperzija ove sluc¢ajne
promenljive su:

Puasonova rasodela ne sluzi samo za aproksimaciju binomne raspodele ve¢ i za odredivanje
verovatnoce broja javljanja (pojavljivanja) nekog dogadaja u prostoru i vremenu. Slucajna
promenljiva X;—broj pojavljivanja nekog dogadaja u intervalu [0,¢) ima Puasonovu raspodelu
sa parametrom A, tj. X, : P(\) gde je A ocekivani broj pojavljivanja posmatranog do-
gadaja A odnosno, gde A\ na neki nacin karakteriSe intenzitet protoka dogadaja A.
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Kod Puasonove raspodele uocava se sledece:

PUED D U A A

A e A A o pix =k =
GroR ¢ ra A Lo

o =P{X=k+1}=¢"-
Napomena. Za np > 10 koristi se druga aproksimacija binomne raspodele tj. koristi se druga
formula za priblizno izracunavanje ovih verovatnoca i o tome ¢e biti rec¢i kasnije.

Zadatak 5. Verovatnoca da je jedan proizvod neispravan iznosi 0,01. Iz velikog skladista
uzima se 100 proizvoda. Kolika je verovatnoc¢a da medu njima bude 5 neispravnih.

Rezultat. X : P(1); trazena verovatnota je P{X =5} =0,003.

Zadatak 6. Strelac gada u metu i verovatnoca pogodka je 0,002. Naci verovatnotu najmanje
dva pogodka u 1000 gadanja.

Rezultat. X : P(2); trazena verovatnota je P{X >2}=1—- P{X <2} =0,588.

Primer 16. U telefonskoj centrali, u toku jednog sata bilo je 180 poziva.lzracunati verovatnocu
da u toku dva minuta

a) nije bilo poziva,

b) je bilo vise od tri poziva,

c¢) je bilo ta¢no Sest poziva.

Resenje. Slucajna promenljiva X je broj telefonskih poziva u toku dva minuta. Slucajna

180
promenljiva X : P(\). Parametar A, je ocekivani broj poziva u dva minuta tj. A = 30 6

jer jedan sat tj. 60 minuta ima 30 puta po dva minuta.

Trazene verovatnoée su o

6
a) pp=P{X=0}=¢5. o= e % =0,0025.

b) P{X >3} = 1—P{X <3} = 1—(P{X = 0} + P{X = 1} + P{X = 2} + P{X = 3}) =
=1~ (po+p1+p2+ps3)

Kako je
A A A
pr=po-7=0,0151 py=pi-5=0045 i ps=p,-3 =009 sledi P{X >3} =0,85.
65 64
¢c) P{X=6}=eC —=¢" =0,17.

6! 20
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Diskretno uniformna (ravnomerna) raspodela. Neka slu¢ajna promenljiva X uzima vre-

dnosti iz skupa {xi,zs,...,x,}. Kaze se da slucajna promenljiva X ima uniformnu diskretnu
raspodelu na skupu {xy,zs,...,2,}, ako se sve vrednosti realizuju sa jednakim verovatno¢ama
1
P X=n}=PX=x}=...=P{X=z,}=—.
n

U tom slucaju zakon raspodele verovatnoca slucajne promenljive X je
T ) T3 . Iy,
1/n 1/n 1/n ... 1/n |’

3.9 RASPODELE APSOLUTNO NEPREKIDNIH
SLUCAJNIH PROMENLJIVIH

Uniformna raspodela. Ova raspodela ima dva parametra a,b € R  pri ¢cemu je a < b.
Gustina ove raspodele je

Odgovarajuca funkcija raspodele je

0, r < a,
Flz)={ 7= -2—3%, a<z<b,
1, x> b.

Da sluéajna promenljiva X ima uniformnu raspodelu pise se X : U(a,b).

f(x)

1/(b-a)

Slika 12: Gustina f(z) uniformne raspodele U(a, b).
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Fx)

Slika 13: Funkcija raspodele F'(z) uniformne raspodele U(a, b).

Primer 17. Slucajna promenljiva X ima uniformnu raspodelu na intervalu [2,4].
a) Izracunati verovatnoée  P{X < 3}, P{l1 <X <25} P{2,5 < X <3,5}.
b) Odrediti funkciju raspodele slu¢ajne promenljive X, a zatim izracunati ove verovatnoce.

1
Resenje. a) Kakoje f(z)=4¢ 2’ z €[2,4] , sledi
0, x¢[24.
71 L
P{X§3}:/—-d:)::—-x —2(3-2)==
2 2
2 2
2,5 2.5
1 %0
P{1<X§2.5}:/—-dx:—-x _——
2 2 1
2 2
il 130
P{2,5<X§3,5}:/—-dx:—-:c -
2 2 2
25 2,5

b) Funkcija raspodele verovatnoéa je

0 za x < 2,
Flz)=4 3-2—1 za 2<z <4,
1 za z > 4.
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Normalna (Gausova)raspodela. Ovo je najznacajnija i najceS¢e koriséena apsolutno
neprekidna raspodela.

Za slucajnu promenljivu X se kaze da ima normalnu raspodelu sa parametrima p € R i
0% > 0 ako je njena gustina raspodele

2
f(z) = e 207 | T €R,

apisese X : N(u,o?).

Pokazuje se da su matematicko ocekivanje i disperzija slu¢ajne promenljive sa normalnom
raspodelom jednaki parametrima p i o2, redom.

fix}]

1
V2ma?

v

»
>

Slika 14: Gustina f(z) normalne raspodele N(u,o?).
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Ako slucajna promenljiva ima normalnu raspodelu, N(u,0?) njena funkcija raspodele je

. . (t—p)?
= . 202
F(z) Woro /e oc dt, reR.

| =

v

=]
jp =l NP ———
=

Slika 15: Funkcija raspodele F(x) normalne raspodele N (u,o?).

Za slu¢ajnu promenljivu sa normalnom raspodelom vazi (pravilo tri sigme):

Plu—0o <X <pu+o} =0,68
Plp—20< X <pu+20} ~0,9
P{p—3c< X <pu+3c} ~0,997.

Normalnu raspodelu imaju visina ljudi, koli¢ina padavina u toku godine, pritisak itd.

Napomena. Mnoge diskretne raspodele se mogu aproksimirati normalnom raspodelom ako je
broj razlicitih vrednosti slu¢ajne promrnljive veliki i ako su one bliske jedna drugoj. Tako, za
n > 50 i n-p > 10, kada se binomna raspodela ne moze aproksimirati Puasonovom, ona se
aproksimira normalnom raspodelom, t;j.

B(n,p) ~ N(np,np(1—p)).

Ako su parametri normalne raspodele © = 0 i 02 = 1, kaze se da je to standardna

normalna raspodela. Ako slu¢ajna promenljiva X ima normalnu raspodelu N(u,o?) , tada

slucajna promenljiva ima standardnu normalnu raspodelu N(0,1). Zato se slucajna

promenljiva a naziva standardizovanim oblikom slucajne promenljive X i ona se oznacava
X —
sa X*, tj. X'= ay U tom slucaju gustina i funkcija raspodele su
o
x? R
Fa)=——c 2. i F@=—[c2d ceR
r)=——"¢€ , i r)=——- [ € , x .
V2T V2T

— o0
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Da bi se lako izracunale verovatnoée P{a < X* < b} definise se nova funkcija ®(z) cije su
vrednosti tabelirane,

~/e_§dt za svako x € R.
0

Nadalje, za = >0 je

F(z)=P{—-o< X" <z} =P{—00o< X" <0} + P{0< X" <z} =05+ D(x).

Za x <0 tj.za ©=—u (u>0)je
F*(x) = P{—oo < X* <z} =P{—00o< X* < —u} =Plu< X* < +o0} =
=F*(+00) — F*(u) =1—=(0,5+®(u)) =1—-0,5—D(u) = 0,54+ P(—u) = 0,5 + ().

Sledi, da za svako x € R vazi
F*(z) =0,5+ ®(x).

Tako za proizvoljne a,b € R je

Pla< X* < b} = F*(b) — F*(a) = 0,5+ ®(b) — (0,5 + ®(a)) = 0,5 + B(b) — 0,5 — ®(a), tj.

P{a < X* < b} = ®(b) — d(a).

Znaci da bi izra¢unali verovatnoéu P{a < X* < b} dovoljno je da iz tablice procitamo vrednosti
®(b) i P(a) ida ih oduzmemo.

Primer 18. Za slu¢ajnu promenljivu Z : N(0,1), naéi P{0 < Z < 1,42}.

Resenje. P{0< Z < 1,42} = &(1,42) — &(0) = 0,4222 — 0 = 0, 4222.

Primer 19. Za slucajnu promenljivu Z : N(0,1), na¢i P{-0,73 < Z < 0}.

Resenje. P{-0,73<Z <0} =®(0) — ®(—0,73) =0+ $(0,73) = 0,2673.

Primer 20. Za sluc¢ajnu promenljivu Z : N(0,1), na¢i P{-1,37< Z < 2,01}.

Redenje. P{—1,37 < Z < 2,01} = ®(2,01) — ®(—1,37) = ®(2,01) + &(1,37) =
= 0,4778 + 0,4147 = 0, 8925.

Primer 21. Za slucajnu promenljivu Z : N(0,1), naéi P{0,65 < Z < 1,26}.
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Resenje. P{0,65< Z < 1,26} = ®(1,26) — ®(0,65) = 0,3962 — 0, 2422 = 0, 1540.
Primer 22. Za slucéajnu promenljivu Z : N(0,1), na¢éi P{-1,79 < Z < —0,54}.

Redenje. P{—1,79 < Z < —0,54} = ®(—0,54) — ®(—1,79) = —(0,54) + (1,79) =
= —0,2054 + 0, 4633 = 0, 2579.

Primer 23. Za slu¢ajnu promenljivu Z : N(0,1), naéi P{Z > 1,13}.
Redenje. P{Z>1,13} = P{1,13 < Z < 400} = ®(+00) — ®(1,13) = 0,5 — 0, 3708 = 0, 1292
Primer 24. Ako je Z : N(0,1), nadi t tako da je P{Z <t} =0,7967.

Resenje. P{Z <t} =P{—c0<Z <t} =d(t) — P(—o00) = P(t) + P(+00) = ®(t) + 0,5
Iz ®(t)+0,5=0,7967 sledi ®(t) =0,2967. Iz tablice se ¢ita t =0, 83.

Primer 25. Akoje Z : N(0,1), nadi t tako da je P{t < Z <2} =0,3772.

ReSenje. Iz P{t<Z <2} =0,37T72 1 P{t<Z <2} =P(2) — P(t) sledi
B(t) = B(2) — 0,3772 = 0,4772 — 0, 3772 = 0, 1000,

Zadatak 7. Koeficijent inteligencije ljudi je slu¢ajna promenljiva X sa normalnom raspodelom
X : N(110,100). Posmatra se jedna osoba i meri se njen koeficijent inteligencije. Odrediti
verovatnoce da posmatrana osoba ima koeficijent inteligencije

a) vedi od 120,

b) manji od 100,

¢) izmedju 110 i 130.

Rezultat.
a) P{X >120} = P{l < X* < +o0} =0, 1587.

b) P{X <100} = P{—00 < X* < —1} == 0, 1587.
c) P{110 < X <130} = P{0 < X* <2} =0,4772.

Zadatak 8. Pretpostavimo da telesne mase 800 studenata imaju normalnu raspodelu sa sred-
njom tezinom m = 66kg i standardnim odstupanjem o = 5kg. Nadéi broj studenata cija je
tezina

a) izmedu 65kg i 75kg.

b) veca od T2kg.

Rezultat.

a) P{65< X <75} =P{-0,2 < X*< 1,8} =0,5434.
Znaci da 54,34% studenata ima tezinu od 65kg do 75kg odnosno 800 -0, 5434 = 434,72 ~ 435
studenata.

b) P{X >72} = P{1,2 < X* < +oo} =0, 1151.
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Znaci da 11,51% studenata ima tezinu veéu od 72kg odnosno 800 - 0,1151 = 92,08 =~ 92
studenta.

Primer 26. Ako slucajna promenljiva X ima normalnu raspodelu X : N(3,4?) nadi
verovatnoce

a) P{X > 9},

b) P{X >9|X > 5}.
Resenje.

X-3_ 9-3

a) P{X>9}:P{ e }:P{X*>1,5}:P{1,5<X*<+oo}:

= ®(400) — P(1,5) = 0,5 —0,4332 = 0,0668.
P{X>9ANX>5} P{X>9}

P{X > 5} - P{X >5}

. X-3_ 5-3

Kako je P{X>5}:P{ T }:: P{X*>0,5} = P{0,5 < X* < +o0} =
= ®(400) — ®(0,5) =0,5—0,1915 = 0,3085, sledi
0,0668
0, 3085

b) P{X >9|X >5} =

P{X >9|X >5} =

=0,217.

Primer 27. Pretpostavimi da debljina metalnih ploca koje se proizvode u izvesnoj fabrici
ima normalnu raspodelu sa parametrima m = 0,25cm i o? = (0,028)2cm?. Naéi procenat
nestandardnih ploca ako ploca ne odgovara standardu kad je njena debljina manja od 0,20cm
ili ve¢a od 0, 28cm.

Resenje. X — debljina proizvedene ploce = X : N (0,25 ;(0,028)%).
P{X <0,20V X > 0,28} = P{X < 0,20} + P{X > 0,28}.

X —-0,25 < 0,2 —-025
0,028 0,028
= O(—1,79) — B(—00) = —B(1,79) + O(+00) = —0,4633 + 0,5 = 0, 0367
X —0,25 - 0,28 — 025
0,028 0,028

— ®(+00) — ®(1,07) = 0,5 — 0,3577 = 0, 1423.
P{X <0,20V X > 0,28} = P{X < 0,20} + P{X > 0,28} = 0,04 + 0,14 = 0, 18.

P{X<O,2}:P{ }:P{—oo<X*<—1,79}:

P{X>O,28}:P{ }:P{1,07<X*<+oo}:

Primer 28. Pretpostavimo da je poznato da se u 8 od 10 dana prosecna frekvencija elektri¢ne
struje u gradskoj mrezi nalazi u dozvoljenim granicama. Kolika je verovatnoca da ¢e u 50 sluc¢ajno

izabranih dana, broj dana u kojima je prosetna frekvencija u dozvoljenim granicama biti veca
od 45.

Resenje.

8
A : dogadaj daje prosecna frekvencija u dozvoljenim granicama, p= P(A)=— =10,8

X —broj dana sa dozvoljenim frekvencijama u 50 dana — X : B(50;0,8) Kako je
n > 50, binomna raspodela se moze aproksimirati normalnom raspodelom sa parametrima



p=n-p=50-0,8=40 i o*=n-p-(1—p)=50-0,8-0,2=38.
Znaci X ~ N(40;8).

45-40 X —40 _ 50 — 40
P{45<X§50}:P{5 0

< <
V8 V8 T V8
= ®(3,54) — ®(1,77) = 0,4998 — 0, 4616 = 0, 0382.

}:P{1,77<X* < 3,54} =

o7
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4 STATISTICKO ZAKLJUCIVANJE

4.1 UZORAK

Osnovni problem Matematicke statistike je da se nade raspodela obelezja na elementima date
populacije. Cesto je taj problem u praksi gotovo nemoguée pouzdano resiti. Razlog moze biti
brojnost populacije (npr. neprebrojivost) ali moze biti problem i u velikim troskovima merenja
vrednosti obelezja na jednom elementu populacije. Osim toga, moze do¢i do razaranja elementa
na kome se vrsi merenje, npr. kad se meri radni vek sijalice.

Onda se resava jednostavniji problem, na primer, ocenjuju se vrednosti nekog parametra
koji tu populaciju, odnosno raspodelu posmatranog obelezja na njoj, dovoljno dobro opisuje.
U tu svrhu se iz populacije izdvaja jedan njen deo koji se naziva uzorak. Zatim se proucava
taj deo i ako se mogu doneti zakljucci koji se odnose na celu populaciju, kaze se da je uzorak
reprezentativan.

Izbor, na slucajan nacin, jednog elementa iz populacije se moze smatrati eksperimentom.
Skup svih ishoda ovog eksperimenta je cela populacija. Kako se svakom ishodu, tj. svakom
elementu populacije, pridruzuje broj (vrednost na njemu izmerenog obelezja), obelezje mozemo
smatrati slucajnom promenljivom. Kvalitativna obelezja su nenumericka ali se i njihove vred-
nosti mogu registrovati kao brojevi u postupku koji se zove kodiranje. Tako se i kvalitativna
obelezja poistovecuju sa slucajnom promenljivom. Sledi da je svako obelezje okarakterisano
svojom funkcijom raspodele F(zx).

Broj elemenata u uzorku n je uvek konacan i predstavlja obim uzorka. Neka se na
populaciji 2 posmatra (meri) obelezje X ili ekvivalentno tome, neka je na skupu svih ishoda
) zadata slucajna promenljiva X. Izbor prvog elementa za uzorak i registrovanje vrednosti
obelezja X postaje nova slucajna promenljiva X; definisana nad istim skupom ishoda €2
(svi elementi populacije ravnopravno ucestvuju u izboru). Preme tome, za n—dimenzionalni
uzorak raspolazemo sa n sluc¢ajnih promenljivih X7, X5, ..., X,,, odnosno raspolazemo sa
n—dimenzionalnom slu¢ajnom promenljivom (X3, Xs,...,X,). Posle formiranja uzorka ima
se niz konkretnih podataka (x1,zs,...,x,) koji se naziva realizovani uzorak.

Definicija. Neka se na populaciji {2 posmatra obelezje X. Prost slu¢ajni uzorak obima n
za obelezje X je niz nezavisnih slucajnih promenljivih X, X5, ..., X, od kojih svaka ima istu
raspodelu kao i obelezje X.  Odnosno, prost slucajni uzorak obima n je n—dimenzionalna
slucajna promenljiva (X7, Xs, ..., X,).

Rec "slucajan” oznacava da su elementi uzorka na slu¢ajan nacin birani iz populacije, a rec¢
"prost” oznacava da su sve slucajne promenljive iz uzorka uzajamno nezavisne i da imaju istu
raspodelu kao obelezje X.

Odmah se postavlja pitanje reprezentativnosti uzorka, tj. da li prost slucajni uzorak moze
da pruzi kompletnu informaciju o raspodeli proizvoljnog obelezja X. Centralna teorema Mate-
maticke statistike daje potvrdan odgovor na ovo pitanje. Pri tome se zahteva da obim uzorka
n tezi beskonacno. Posto u praksi moze da se radi samo sa konac¢nim obimom uzorka, znaci
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da raspodela za obelezje X moze da se odredi samo priblizno ta¢no, a tac¢nije ukoliko je obim
uzorka n vedi.
Nadalje se radi samo sa prostim slucajnim uzorkom pa se krace naziva samo uzorak.

4.2 ETAPE STATISTICKOG PROUCAVANJA

Statisticko proucavanje Cine tri etape.

1. Prikupljanje podataka. Ovo je prva etapa, najpre se definise populacija koja se proucava
kao i obelezje koje ¢e se razmatrati. U ovoj etapi se zatim odredi obim uzorka i na¢in izbora
uzorka. Odredi se i tehnicka procedura prikupljanja podataka. Podaci se mogu prikupiti raznim
anketama, intervjuima, popunjavanjem raznih obrazaca, merenjima itd.

2. Sredivanje i graficko prikazivanje podataka. Prikupljeni podaci se sreduju tabelarno i
prikazuju graficki na nacin kako je to objasnjeno u prvoj glavi.

3. Statisticka obrada podataka. Unapred planiranim statistickim metodama se obraduju
podaci. Cilj je da se dobiju statisticke ocene karakteristika populacije.
Kao prvo, na osnovu uzorka se vrsi ocena (procena) parametara raspodele obelezja, kao §to
su parametri srednje vrednosti i parametri varijabiliteta. Znaci, reSavaju se problemi ocena.
Kao drugo, donose se odluke da li prihvatiti ili odbaciti odredenu pretpostavku (hipotezu)
koja se odnosi na osobine populacije. Znaci, reSavaju se problemi testiranja hipoteza.

4.3 STRATEGIJA IZBORA UZORKA

Kao sto je receno, u prvoj etapi statistickog proucavanja odreduje se obim uzorka kao i nacin
njegovog izbora. Uzorak se moze izdvojiti iz populacije na viSe na¢ina. Strategija izbora uzorka
predstavlja nacin izdvajanja uzorka iz populacije. Navodimo neke ¢esée primenjivane strategije.

1) Uzorak formiran po tablici slu¢ajnih brojeva, tj. sluc¢ajni uzorak. Da bi mogla
da se koristi tablica slucajnih brojeva za formiranje uzorka, populacija mora biti konacna i mora
da se zna broj elemenata populacije. Zatim se svakom elementu populacije pridruzi ta¢no jedan
prirodan broj.

Tablicu slucajnih brojeva ¢ine dekadne cifre poredane u niz i grupisane po cetiri ili pet radi
lakseg citanja. Cifre se generisu raznim tehnikama (npr. ruletom) koje garantuju slucajnost.

Primer 1. Neka se populacija € sastoji od 100 elemenata, tj. Q= {e,ea,€3,..., €99, €100}
Indeks ¢ elementa e; predstavlja prirodan broj pridruzen svakom elementu populacije. Formirati
slucajni uzorak obima 10.
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Resenje. Jedan deo tablice slu¢ajnih brojeva je:

4247 2149 0753 0965 0095 1826
2910 1727 8461 4465 7209 6594
4731 2591 7894 3148 7462 4435
6454 5232 0503 7255 4742 5819
0146 3267 9615 9488 6043 7436

8196 0946 4332 3956 1508 4586
0649 8169 5031 5236 6617 9369
8704 9814 3726 7721 3814 4953
2560 6405 7827 3187 7465 3278
3476 7047 9251 2851 1559 5795

Dovoljno je ¢itati po dve cifre iz tablice. Ako se procita 00 uzece se 100—ti element ejgy. Ako
se procita 01 uzeCe se prvi element e;. Ako se procita 07 uzeCe se sedmi element e;. Ako se
procita 37 uzece se tridesetsedmi element es;.

Slucajno se bira i cifra od koje se pocinje, a da bi ¢itaocu bilo jasnije sada se Citaju redom.
Skup brojeva je

42, 47, 21, 49, 07, 53, 09, 65, 00, 95.

Dobijen je uzorak

{642> €47, €21, €49, €7, €53, €9, €5, €100, 695}-

U postupku formiranja slucajnog izorka razlikuju se dva nacina.
1) Kada se iz populacije izabere jedan element, na njemu se izmeri vrednost obelezja X, a
zatim se on vraca u populaciju i ravnopravno ucestvuje u sledeé¢em izvlacenju. Pri tom je bitan
redosled izvlacenja. To je slu€ajni uzorak sa vra¢anjem (sa ponavljanjem). U ovom uzorku
se jedan isti element moze pojaviti vise puta.

2) Kada se iz populacije izabere jedan element, na njemu se izmeri vrednost obelezja X ali
se on ne vra¢a u populaciju. On ne ucestvuje u slede¢em izvlacenju. To je sluc¢ajni uzorak
bez vracanja (bez ponavljanja). Karakteristicno za ovaj uzorak obima n je da je izvlacenje
elemenata jedan za drugim ekvivalentno izvlacenju svih n odjednom.

Periodicni uzorak. Periodi¢ni uzorak zahteva uredenost elemenata populacije, a da bi bio
reprezentativan ta uredenost ne sme biti u vezi sa posmatranim obelezjem. Uredenost znaci da
elementi populacije formiraju niz. Zatim se iz tog niza biraju elementi na istom razmaku, npr.
svaki sedmi, svaki deseti itd. Ovaj uzorak se vrlo jednostavno formira i ravnomerno je rasporeden
po populaciji.

Stratifikovani (slojevit) uzorak Kod ovog uzorka se najpre populacija deli po nekom pravilu
na disjunktne delove (stratume ili slojeve). To pravilo treba da obezbedi da svaki stratum bude
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homogen u odnosu na neko svojstvo. Zatim se iz svakog stratuma na slu¢ajan nac¢in bira unapred
odredeni broj elemenata. Kod ravnomernog stratifikovanog uzorka se iz svakog stratuma
uzima, ukoliko je moguce, isti broj elemenata. Ukoliko to nije moguée uzima se priblizno jednak
broj elemenata. Kod proporcionalnog stratifikovanog uzorka se iz svakog stratuma uzima
broj elemenata koji je proporcionalan njegovoj veli¢ini.

o€ € o€y N €y
€3 €5
€ «C7 «€10 «€1] «€5 €10
g «€g «€12 +€9 +€1s
€3 o€y €15 €17 «€13 €16
€15 «€3 «€19 €15 €3

Slika 16: Stratifikovani (slojevit) uzorak.

Grupni uzorak. Populacija se deli na disjunktne delove (grupe) koje ne moraju biti homogene
po bilo kom svojstvu. Zatim se na slucajan nacin bira odredeni broj grupa i uzimaju se svi
elementi iz izabranih grupa.

Grupni uzorak se dobija jednostavnije od stratifikovanog uzorka ali stratifikovani uzorak bolje
reprezentuje populaciju.

€] o€y o€y o€ €2
«€3 o€5 €3
€6 €7 «€10 €11
b3 €9 €92
«€13 o€y +€15 €17 €13 €1y €16 «€y7
€15 «€13 €19 €5 €13 €9

Slika 17: Grupni uzorak.
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Viseetapni uzorak. Za stratifikovani uzorak se jos kaze da je jednoetapni. Iz svakog stratuma
se na slucajan nacin izvlaci izvestan broj elemenata.

Medutim, ako se ne uzimaju u uzorak svi stratumi, ve¢ se na slu¢ajan nacin izvuce jedan
podskup stratuma pa se zatim iz svakog stratuma izvlaci deo elemenata, za tako formirani uzorak
se kaze da je dvoetapni stratifikovani uzorak. Mogu se formirati i viSeetapni stratifikovani uzorci.

4.4 STATISTIKA

U trecoj etapi statistickog proucavanja se, izmedu ostalog, na osnovu realizovanog uzorka
ocenjuju numericke karakteristike obelezja kao Sto su matematicko ocekivanje, mod, medijana,
disperzija itd. U tu svrhu koriste se razli¢ite funkcije uzorka, tj. funkcije koje zavise od slucajnih
promenljivih Xy, Xo, ..., X,,, a koje su i same slu¢ajne promenljive.

Definicija. Statistika® je funkcija uzorka (X, X,,...,X,,) ¢iji analiticki izraz ne zavisi od
nepoznatih parametara raspodele obelezja populacije iz koje je uzorak uzet.

Vaznije statistike su:
X nin — minimum uzorka

Xnae — maksimum uzorka

R =X,00 — Xmin — raspon uzorka

_ 1z . .

X,=- Z X — uzoracka sredina

k=1

-2 1 " - \2 1 i 2 ~ \2 . . ..

S,==>_ (Xk — Xn) =—) X;—(X,) — uzoracka disperzija  (n > 30)
"= Ly

S2 = L i (Xk - X )2 odnosno

"oon—-1{— "

~ 1 n _

S2 = Z X7~ n (X,)? —popravljena uzoracka disperzija (n < 30)
n—1;—7 n—1

Sp = gi — uzoracka standardna devijacija  (n > 30)

S, = SEL — popravljena uzoracka standardna devijacija  (n < 30)

1Re¢ "statistika” se upotrebljava u dva potpuno razli¢ita znaéenja, da oznaéi odredenu nauénu disciplinu i da
oznadi funkciju uzorka. Iz konteksta je uvek jasno o kom znacenju se radi.
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Za dvodimenzionalnu slu¢ajnu promenljivu (X, Y") istice se uzoracki koeficijent korelacije:

1
n

n e - 1 n e -
= n =1

Ryy = —=L == > 30
XY Sc- Sy Sy Sy (”_ )7

gde je Sx standardna devijacija S, obelezja X, a Sy standardna devijacija S, obelezja Y.

1
n

n o . 1 n L
—1 N4

i -
Rxy S S 5y (n < 30),
gde je Sx _popravljena standardna devijacija S, obelezja X, a Sy popravljena standardna
devijacija S,, obelezja Y.
Statistike su sluc¢ajne promenljive. Medutim, ako se raspolaze sa realizovanim uzorkom
(x1,22,...,2,), $to je niz od n odredenih brojeva, statistike postaju odredeni brojevi. To su
realizovane vrednosti statistika i one se obelezavaju malim slovima, na primer, T,, 52, 52, rx.y.

Odnosno, to su vrednosti slu¢ajnih promenljivih X, gi, S?, Rxy redom.
4.5 TACKASTE OCENE PARAMETARA OBELEZJA?

Osnovni problem Matematicke statistike je da se na osnovu uzorka (Xi, Xs, ..., X,) zakljuci
kakva je raspodela obelezja X. Cesto se na osnovu nekih razmatranja zna da obelezje X ima
odredeni tip raspodele, ali se ne znaju parametri te raspodele. Potrebno je oceniti nepoznate
parametre na osnovu uzorka.

Normalna raspodela X : N(u,0?) zavisi od dva parametra p i o?. Zna se da je parametar
i matematicko ocekivanje, tj. p = E(X). Takode se zna da je disperzija D(X) jednaka
parametru o2. Puasonova raspodela X : P()\) zavisi od jednog parametra \ za koji vazi
A= E(X) = D(X). Uslucaju da slucajna promenljiva ima binomnu raspodelu, tj. X : B(n,p),

y L. D(X) . : _— :
moze se pokazati da je p=1— m Znaci, ocena nepoznatih parametara najcesce se svodi
na ocenu matematickog ocekivanja i disperzije obelezja.

Ako je ocena nepoznatog parametra raspodele obelezja konkretan broj kaze se da je to
tackasta ocena nepoznatog parametra.

2

Uzoracka sredina. Neka je (X, Xs,..., X)) uzorak obima n. Uzoracka sredina, u oznaci

X, je statistika definisana sa
— 1 n
X, = E-(X1+X2+---+Xn): > X,
i=1

Za realizovan uzorak (z1,xs,...,2,), dobija se realizovana uzoracka sredina

_ 1 1

i=1

2Parametri obelezja je skraéeno od parametri raspodele obelezja (tj. slu¢ajne promenljive).
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Realizovan uzorak je niz konkretnih brojeva, to su podaci koji se mogu tabelarno i graficki urediti
na nacine koji su predstavljeni u prvoj glavi ove knjige. Tako se realizovana uzoracka sredina
moze racunati i po nekoj od slede¢ih formula

k K )

Lp = 5 Tp = ) Lp =
n n n

(f; su apsolutne frekvencije; k je broj razli¢itih vrednosti obelezja; K je broj intervala u koje su
grupisane vrednosti obelezja; x} su sredine intervala.)

Uzoracka sredina je slucajna promenljiva, a realizovana uzoracka sredina je konkretan broj.
Zato je uzoracka sredina X, tackasta ocena. To je najcesce koriS¢ena ocena, pre svega kao ocena
za nepoznato matematicko ocekivanje.

Primer 2. Iz partije jednotipnih visokoomskih otpornika izabrano je radi kontrole 10 komada.
Merenja su dala sledeé¢a odstupanja (u kiloomima):

odstupanje- 1, 3, -2, 2, 4, —1, 5, 3, -2, 4.
Naéi uzoracku sredinu odstupanja.
Resenje. Realizovana uzoracka sredina je

ST 143-24244-1454+3-244 17
no 10 10

Ti0 = 1.7

Primer 3. U prosloj skolskoj godini ispit iz Matematicke statistike polozilo je 276 studenata.
Na sluc¢ajan nacin su izabrana 32 studenta i njihove ocene su bile:

6 6, 7, 8 9 6, 6, 6, 6, 10, 8 9, 7, 7, 10, 7, 8 8§ 7, 10, 9,
9 6, 7, 8 8 6, 6, 7, 9, 10, 8.

Naéi uzoracku sredinu ocena.

ResSenje. Najpre se nacine varijacioni niz® i radna tabela

6 9 54
7 7 49
8 7 56
9 5 45
10 4 40
- X =32 =244
5
. y o _ i=1
Realizovana uzoracka sredina je T3y = 33 T35 = 7,625.

3Videti u prvoj glavi ove knjige.
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Primer 4. Prinos pSenice u tonama po hektaru na 32 sluc¢ajno izabrane parcele iznosio je:
12,2 15,2 13,1 11,2 13,4 15,4 16,8 15,2 12,3 11,2 11,2 12,6

13,1 16,5 15,5 14,2 15,4 15,6 15,2 13,2 16,4 16,2 13,3 15,6

15,2 11,9 16,3 16,2 11,4 16,5 15,2 14,0.

Koliki je ocekivani prinos psenice?

Resenje. Ove vrednosti obelezja je najbolje grupisati u intervale. Broj intervala K mora da
zadovoljava nejednakosti

1+3,32210g32 < K <5log32 <= 6,00< K <7,53

Neka je broj intervala K = 6. Duzina intervala bice

16,8 —11,2 1711

A = ~ 1.
6 6
Sada se formira pomo¢na tabela sa 6 intervala duzine 1.
[11,12) | 11,5 4 46
[12,13) | 12,5 4 50
[13,14) | 13,5 5 67,5
[14,15) | 14,5 2 29
[15,16) | 15,5 10 155
[16,17) | 16,5 7 115,5
- - | =323 =463
Ocekivani prinos pSenice je
6
- Elxl.fi_@_m 47
2T 32 32 T

Uzoracka disperzija i uzoracka standardna devijacija. Posle uzoracke sredine najcesée
koris¢ena ocena je uzoracka disperzija. Neka je (X1, Xs, ..., X,,) uzorak obima n > 30. Uzoracka

. . .2 . . .
disperzija, u oznaci S, je statistika definisana sa

Ako se raspolaze sa realizovanim uzorkom, onda u zavisnosti od toga kako su ti podaci uredeni,
za izracunavanje realizovane uzoracke disperzije moze se koristiti neka od slede¢ih formula:

1 & 1 &
=2 _ = 2:_ 2_— 2
# Y nmmf = L3 (@)

ili
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ili

K
Zfl :L’ —SL’n - Zfz n)z-

=1

3|'—‘

(k je broj razlicitih vrednosti obelezja; K je broj intervala; z; su sredine intervala.)

Vidi se da je za izracunavanje uzoracke disperzije potrebno prvo odrediti uzoracku sredinu.
Naravno, realizovana uzoracka disperzija je konkretan broj i on predstavlja meru rasturanja
vrednosti obelezja oko srednje vrednosti obelezja. Ovo su ocene za nepoznatu disperziju obelezja.

Ukoliko se raspolaze sa uzorkom obima n < 30, tada se umesto uzoracke disperzije izracunava
popravljena uzoracka disperzija. To je nova statistika, u oznaci S2, definisana sa

n

~ 1 _
2oy (-

=1

Realizovana popravljena uzoracka disperzija se moze racunati po nekoj od formula:

1 & 1 & n 9
—12@ " _n—lg%_n—l(zn)
ili .
1 noo_ 4
72/ n_lzfz (@)
ili p
1 1 n
2 _ _ _ —\2
R ;fl (27 = )’ n n—l(xn)

(k je broj razlicitih vrednosti obelezja; K je broj intervala; z su sredine intervala.)

Uzoracka standardna devijacija se oznacava sa S, i definise se sa

Primer 5. Minimalne mese¢ne temperature na Dunavu kod Zemuna 1998. godine su bile:
3; 2 6; 7, 13; 19,5; 20,5; 15; 11; 4; i 1 stepen.
(Izvor: Stat. god. Jug.,1999., str. 19(izvod iz tabele)). Odrediti uzoracku sredinu i disperziju.

ResSenje. Suma vrednosti obelezja-minimalna mese¢na temperatura je

Y r;=34+24+6+74+134+19+19,54+20,5+15+11+4+1=121. Sledi da je uzoracka
i=1

sredina
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1 & 121
Ty = — sz =13 = 10, 08 stepeni.

Kako je obim uzorka n = 12 < 30 racuna se realizovana popravljena uzoracka disperzija.
S a?=32422 462+ 7%+ 132 + 192 + 19,52 + 20,52 + 15% + 112 + 42 + 12 = 1791, 5
i=1

1 & n 1791,5 12
32 2 T,)° = =1 2 = 52.02.
(Z) - —+(10,08)* = 52,0

Primer 6. Izracunati uzoracku disperziju u primeru 4.

Resenje. Pomocna tabela je:

i x; fi ;- fi (@) - fi
[11,12) | 11,5 4 46 529
[12,13) | 12,5 4 20 625
[13,14) | 13,5 o 67,5 911,25
[14,15) | 14,5 2 29 420,5
[15,16) | 15,5 10 155 2402,5
[16,17) | 16,5 7 115,5 1905,75
- - [ 2 =323 =463 | > =679
L, 1E o g 6794 2
$2 = = fi-(2)? — (@Tn)® = — — (14,47)* = 2,93.
ni— 32

Primer 7. U jednom mestu slucajno je izabrano 50 stanovnika koji su u radnom odnosu.
Registrovane su njihove zarade u hiljadama dinara. Dobijeni su podaci

zarada x; [20, 30) | [30, 40) | [40, 50) | [50, 60) | [60, 70) | [70, 80) | [80, 90)
br. radnika f; 13 14 12 8 1 1 1 i

Oceniti prosecnu zaradu zaposlenih. Izracunati uzoracku disperziju.

ResSenje. Radna tabela je

T :1:; Ji x; - fi (xi)z - fi
20, 30) | 25 13 325 8125
(30, 40) | 35 14 490 17150
[40, 50) | 45 12 540 24300
[50, 60) | 55 8 440 24200
(60, 70) | 65 1 65 4225
[70, 80) | 75 1 75 5625
(80, 90) | 85 1 85 7225

- - | > =50 | > =2020 | > = 90850
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90850

7

Zﬁl"fi

2. Ti 202

= 020 _ 404 i 52 — (Tn)?

= (2 = —(40,4)% = 184, 84.
50 50 ’ nzf 50 (40,4) 84,8

Transformaciju uzorka. Moze se desiti da su realizovane vrednosti velike. Da bi se lakse

racunalo, moguce je izvrsiti transformaciju uzorka. Za pogodno izabrane vrednosti a, b € R
r; —a

b

neka je y; = . Onda vazi

Tp=0a+b-7, i 53 = b’5%

2

de je $% uzoracka disperzija pre transformacije, a 52 uzoracka disperzija posle transformacije.
X ) Y

Primer 8. Transformacijom uzorka izracunati uzoracku sredinu i disperziju u prethodnom
primeru.

/ —_
Resenje. Neka je a =55, a b=10, tj. y;, = Li 10 5. Sada je radna tabela oblika:
x; —bb
T ; fi Yi = 10 Yi- fi (yz)z - fi
20, 30) | 25 13 -3 -39 117
(30, 40) | 35 14 -2 -28 56
[40, 50) | 45 12 -1 -12 12
[50, 60) | 55 8 0 0 0
(60, 70) | 65 1 1 1 1
[70, 80) | 75 1 2 2 4
(80, 90) | 85 1 3 3 9
R _ =50 - Y=-731X¥ =199
7
7==t 0 50 - —1,46 pa je trazena uzoracka sredina
T=a+b-7=554+10-(—1,46) = 40,4
1 199

(—1,46)* = 1,8484 sledi da je trazena uzoracka disperzija

— 77)2 [ —
Zfz yi)? — (7) =
2 = 0252 =102 1,8484 = 184, 84.

Uzoracki koeficijent korelacije. Nekad je potrebno utvrditi, da li postoji linearna povezanost
i koliko jaka, izmedu dva obelezja X i Y. Nekaje ((X1,Y7), (Xo,Y2), ..., (X,,Y,)) uzorak
obima n > 30. Uzoracki koeficijent korelacije jednak je

(KK (V- V)

1=

[y

Rxy =
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gde su X, i Y, uzoracke sredine obelezja X i Y, a Sy i Sy uzoracke standardne devijacije
ovih obelezja. Uzoracki koeficijent korelacije se moze izra¢unati jednostavnije na sledeci nacin:

n =1

R = S
Y Sx - Sy

ukoliko je uzorak mali, n < 30, onda se umesto uzorackih standardnih devijacija Sx i Sy
koriste popravljene uzoracke standardne devijacije Sx i Sy, tj.

|
NE
E
|
>
N
=
|
~I

Nz

RXY: ' =

7 gx'gy gx'gy

Uzoracki koeficijent korelacije uzima vrednosti iz intervala [—1, 1]. Jo§ vazi:
rxy = 1 ako izmedu obelezja X i Y, postoji linearna veza ¥ = aX 4 b pri ¢emu je a > 0,
rxy = —1 ako izmedu obelezja X i Y, postoji linearna veza Y = aX + b pri ¢emu je a < 0.

Jedno tumacenje vrednosti uzorackog koeficijenta korelacije je sledece:
1) akoje |rxy| < 0,25 smatra se da izmedu obelezja X i Y, ne postoji linearna povezanost.

2) akoje 0,25 < |rxy| < 0,5 smatra se daizmedu obelezja X i Y, postoji sasvim neznatna
linearna povezanost.

3) akoje 0,5 <|rxy| <0,7 smatrase daizmedu obelezja X i Y, postoji znacajna linearna
povezanost.

4) akoje 0,7 <|rxy|<0,9 smatrase daizmedu obelezja X i Y, postoji visoko znacajna
linearna povezanost.

5) akoje 0,9 <|rxy| <1 smatra se da je povezanost obelezja X i Y, prakti¢no linearna.

Ako su X i Y, nezavisna obelezja onda je rxy =0, ali obrnuto ne mora da vazi.

Napomena. Za velike realizovane vrednosti vrsi se transformacija uzorka, npr. Z; = aX; + b
i W, =cY;+d Akosu a i c istog znaka, onda je Rxy = Rzw, a ako su a i ¢ suprotnog
znaka Rxy = —Rzw.

Primer 9. Na uzorku od sedam porodica registrovana su primanja po ¢lanu domacinstva i
potrosnja voca.

primanja u hiljadama dinara | 25| 26 | 28 | 26 | 29 | 31 | 31
potrosnja voca u kilogramoma | 6 | 5 | 8 | 7 | 8 | 9 | 8 |

Da li postoji linearna zavisnost izmedu primanja i potrosnje vo¢a u domacinstvima?



70

Resenje. Izracuna¢emo uzoracki koeficijent korelacije pomocu tabele:

z; Yi Ti- Y %2 yiz

25 6 150 625 36

26 5 130 676 25

28 8 224 784 64

26 7 182 676 49

29 8 232 41 64

31 9 279 961 81

31 8 248 961 64

Y=196 | X =51 | X =1445| X = 5524 | X = 383
Uzoracke sredine su 106 51
Posto je uzorak mali, obima n = 7, racunaju se popravljene uzoracke standardne devijacije.
1 n n 1 7

32 = . 2 _ (T ) == .5524 — — . (28)2 = Sy = =924
2 n_lle —— (T)" = £ 55 £ (28)=6 = 5y V6 =2,45

1 1 7
52 ~Zy§—nﬁ1-@n)2:6-383—6-(7,29)2:1,83 = 3y =,/1,83=1,35

- — =1
Y i Yi — T U = 1445 - 287,29

o i—1 _ _
rxy = S5y = 545 1.35 =0,70

Postoji znacajna linearna povezanost izmedu primanja i potrosnje vo¢a u domacinstvima.

Primer 10. Raspodela porodi¢nog prihoda i broja dece 100 slu¢ajno izabranih porodica data
je slede¢om tabelom

prihod u hiljadama dinara

broj dece | [0, 10) | [10, 20) | [20, 30) | [30, 40)
0 9 14 8 6
1 11 20 9 4
2 7 3 1
3 1 2 1 0

Odrediti uzoracki koeficijent korelacije izmedu porodi¢nog prihoda i broja dece u porodici.

Resenje. Neka su obelezja X —broj dece i Y —porodicni prihod. Obelezje X ima r = 4
razlic¢ite vrednosti: 7 = 0, 29 = 1, 23 = 2 i x4 = 3. Obelezje Y ima vrednosti grupisane u
intervale koji se predstavljaju svojim sredinama: y; = 5, y5 = 15, y4 = 25 1 yj = 35. Uslovno
receno, obelezje Y ima s = 4 razlicite vrednosti. Sa f;; se obelezava apsolutna frekvencija para
(z:,95). Oznacimo sa fie 1 fo; sume

fie = fir + fio+ -+ fis 1 foj = fij+ foj + -+ fry-
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1
- Z szfzg Tnln
n =
rxy = .
Sx Sy
Prva pomoc¢na tabela je:
X\Y[5 15 25 35| fiu | fi @i | fiu: 2}
0 9 14 8 6 37 0 0
1 11 20 9 4 44 44 44
2 4 7 3 1 15 30 60
3 1 2 1 0 4 12 36
fo; 25 43 21 11 |n=100| X =86 | X =140
Ova tabela pomaze da se odrede Ty0=7 1 5%
6
T ie Lj = = 0 86
¥ 100 - Zf i
140
32 = o L5 — 0,86)“ = 0,66
"x = 1002f i =10 ~ (080
Druga pomoc¢na tabela je:
vi | foi | foi vy | foi- ))?
5125 125 625
15| 43 645 9675
25 | 21 525 13125
35| 11 385 13475
> =1680 | X = 36900
Sada je
1680
M = = —— o /:—:168
Yo =¥ 100;fﬂyﬂ 100 ’
RS 4 36900
2 ()2 — ()% = =~ (16.8)% = 86.76

S T
Potrebno je jos na¢i dvostruku sumu 3 ¢} > fi;r;  za r =41 s=4. Opet ée od pomodi
=17 i=1

biti tabela

Z; fz'j

0] 9 14 8 6|0-9= 0-14=0 [|0-8=0(0-6=0

111 20 9 4]|1-11=11]1-20=20(1-9=9|1-4=4

2| 4 7T 3 1|2-4= 2-7=14 2:3=612-1=2

311 2 1 013-1=3 3:-2=06 3-1=313-0=0
21=22 |3,=40 |>3=18]3,4=6
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Konac¢no

1 4 . 4
_— : LT 1
100 ;yﬂ 2 ifiy =Ty Tog 1370 -0,86-16.8
= — = =-0,10
Xy Sx Sy /0,66 - /36,76 ’
Posto je vrednost uzorackog koeficijenta korelacije veoma mala, zakljucuje se da izmedu porodi-
¢nih prihoda i broja dece u porodici ne postoji linearna veza.

4.6 INTERVALNO OCENJIVANJE PARAMETARA OBELEZJA

Pored tackastih ocena nepoznatih parametara raspodele obelezja, postoje i intervalne ocene
ovih parametara. Nekada je dovoljna informacija u kojim se granicama kre¢e prava vrednost
nepoznatog parametra.

Neka obelezje X populacije 2 ima raspodelu koja zavisi od nepoznatog parametra 6.

Iz populacije € se, na slu¢ajan nacin, izvlaéi uzorak obima n. Taj uzorak (xi,xo,...,x,)
je realizacija n—dimenzionalne slu¢ajne promenljive (Xi, Xs,...,X,). Za unapred izabranu
verovatnoéu 1 — «, koja je bliska jedinici, potrebno je naéi dve statistike (X7, Xo,...,X,,) i

02(X1, Xo,...,X,) takve da je
P{(pl(Xl,XQ,. . ,Xn) S 0 S (pg(Xl,XQ, .. ,Xn)} =1—-a.

Interval [p1,ps] se naziva slu€ajni interval parametra 6 nivoa poverenja (1 — «) - 100%
ili krace, interval poverenja.

Ako su obe granice intervala poverenja slucajne promenljive, tada se kaze da je to dvostrani
interval poverenja. Ako je samo jedna granica intervala poverenja slucajna promenljiva, tada se
kaze da je to jednostrani interval poverenja.

Statistike ¢1(Xq, Xo,..., Xpn) 1 ¢2(Xq, Xo, ..., X,,) su slucajne promenljive, ali ove stati-
stike od realizovanog uzorka su brojne vrednosti. Tako, za realizovani uzorak je interval poverenja
brojni interval (deo realne ose). Za jedan realizovani uzorak dobije se, na primer, jedan iterval
poverenja nivoa poverenja 95%. Za drugi realizovani uzorak dobije se drugi iterval poverenja
nivoa poverenja 95%, itd. Nivo poverenja 95%, znaci da 95% tih intervala (ne svi) zahvata
pravu vrednost nepoznatog parametra 6.

Intervalne ocene parametara normalne raspodele

Neka obelezje X ima normalnu raspodelu N(u,0?) i neka je (X1, Xo,..., X,) uzorak obima n.
Intervalna ocena za nepoznato matematicko oc¢ekivanje p se razlikuje uzavisnosti od toga da li
je disperzija o2 poznata ili ne.
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Ako je disperzija o? poznata, interval poverenja za matematic¢ko oéekivanje u sa
nivoom poverenja 1 — « je oblika

g
= n SV

pri cemu je X, uzoracka sredina, a broj zi- se Cita iz tablice normalne raspodele i zadovoljava
2

qulyn—,m_a' , 7n+217a~

11—«

uslov @ (sza) =3

Primer 11. Izabran je uzorak od 100 porodica da se proceni koli¢ina dnevnog otpada. Dobijeni
podaci su:

koli¢ina otpada z; | [1,5; 2,5) | [2,5; 3,5) | [3,5; 4,5) | [4,5; 5,5)
br. porodica f; 15 30 35 20 i

Ako se zna da je kolicina dnevnog otpada po porodici obelezje sa normalnom raspodelom
N(u; 2), odrediti interval poverenja za srednju vrednost g sa nivoom poverenja 0,99.

ReSenje. Disperzija je poznata o2 = 2. Za interval poverenja parametra g potrebno je
izracunati realizovanu uzoracku sredinu Zygp i naéi broj Zia. Iz pomocne tabele sledi,
Z; 37; i fi - fi
[1,5;2,5) | 2 15 30
2,5;3,5) | 3 30 90
13,5;4,5) | 4 35 140
[4,5;5,5) | 5 20 100
- - | > =100 | > = 360
360

realizovana uzoracka sredina iznosi  Tigo = 3,6.

100
<= P(z0495) = 0,495, a nalazenjem broja 0,495 u tablici normalne

(I)(Zk_a) _ l1—a

2

raspodele dobija se da je 29495 = 2,575. Sledi da je

I = |7 oz + 7 36_2.575. 2L 36, 9 575. 1A
= |Tp — Rlza " —=, In Rloa * —=| = , U 4, T 9, ) : .
a 2 /n = \/n V100 V100

I, = [3,24; 3,96].

Ukoliko je parametar ¢? nepoznat, a obim uzorka n > 30, interval poverenja za

matematicko ocekivanje u sa nivoom poverenja 1 — «a je oblika

— S — S

Xn + by g 100 - —F/——=

n 17 1 3 n — 1
gde je S, uzoracka standardna devijacija, a UM I je vrednost koja se ¢ita iz tablice Studen-
tove raspodele.

n—1"
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Kod malog uzorka n < 30, interval poverenja za matematicko ocekivanje p, kad je
parametar o2 nepoznat, je

_ 5
L= | Ko = tnsage - D80 Ko lpige - 0
S, je popravljena uzoracka standardna devijacija, a t,_;. e je vrednost koja se ¢ita iz tablice
Studentove raspodele.

Primer 12. Na osnovu 9 nezavisnih merenja nekog objekta izracunata je prosecna masa
To = 42,319¢ i popravljena uzoracka disperzija 53 = 5°. Treba oceniti stvarnu vrednost izmerene
veli¢ine sa nivoom poverenja 0,95.

ReSenje. Treba nadi interval poverenja za nepoznat parametar p, a pri tome i disperzija o>
je nepoznata. Kako je
b, o = ts. 0475 = 2,306, sledi

n 0 5 5
L= T = t, 10 - % » Tty e %1 - {42,319—2,3065; 42,319 42,306 - 5
I, = [38,476; 46,162).

2

Intervalna ocena za nepoznatu disperziju ¢“ razlikuje se u slucaju da je matematicko oceki-

vanje i poznato ili ne.

Ako je poznato matematicko ocekivanje p, dvostrani interval poverenja za nepoznatu
disperziju o2 sa nivoom poverenja 1 —a je

S (Xi—p? L (X

2 2
Xn;l—% Xn,%

I, =

2

pri éemu su Xfl;l_% i Xp;e vrednosti koje se citaju iz tablice x2-raspodele.

Odgovarajuéi gornji jednostrani interval poverenja je

S (X -2

Ako je nepoznato matematicko ocekivanje u, dvostrani interval poverenja za nepoznatu
disperziju o2 sa nivoom poverenja 1 —a je

—2 —2
n-S, n-S,

L2 = |— , 5
Xn-1;1-¢ Xn-1;2

Vrednosti X;_1;1_a 1 Xj_y;o se Citaju iz tablice x*-raspodele.
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Odgovarajuéi gornji jednostrani interval poverenja je

-2
]:0_2:(0’ n'Sn

2
n

-1«

Primer 13. Vrseno je 30 merenja neke fizicke veli¢ine jednim aparatom. Dobijena je uzoracka
disperzija 3%, = 0,36. Odrediti tacnost aparata sa nivoom poverenja 99%.

ReSenje. Tacnost aparata karakteriSe disperzija merenja. Treba nadéi interval poverenja za
nepoznatu disperziju o2, a parametar p je nepoznat.

Iz1-a=0,9 = a=0,01 — %:0,005, pa je
X%—l;l—% = X%9;0,995 = 52,3
X%-n a = X%Q;0,00S =13,1

— [0,21; 0,82].

L] n-s2 | [30-0,36 30-0,36
o | 52,3 0 131

2 ’ 2
Xn—l;l—% Xn—l;%

4.7 TESTIRANJE STATISTICKIH HIPOTEZA

Osnovni problem kojim se bavi Matematicka statistika je da se utvrdi raspodela obelezja.
Nekada je moguce pretpostaviti o kojoj se raspodeli radi ili je moguée uciniti pretpostavke o
pojedinim karakteristikama obelezja kao sto su aritmeticka sredina , medijana, disperzija i sli¢no.

Svaka pretpostavka koja se odnosi na raspodelu obelezja je statisticka hipoteza. Postupak
njenog verifikovanja pomocu uzorka naziva se statisticki test.

Svaki statisticki test istovremeno razmatra dve hipoteze koje su jedna drugoj suprostavljene.
Jedna se uzima za polaznu ili nultu hipotezu i oznacava se sa Hjy. Druga hipoteza se naziva
alternativna hipoteza i oznacava se se sa H; (ili H,). Po pravilu se za nultu hipotezu uzima
ona koja se lakse verifikuje.

Za testiranje hipoteze raspolaze se sa realizovanim uzorkom (xy,zs,...,z,) (niz brojeva) i
najcesce se koristi neka statistika. Statistika koju u tom postupku koristi statisticki test naziva
se test statistika. Test statistika od realizovanog uzorka je realizovana vrednost test statistike.

Svaki statisticki test zatim definise skup C' koji se naziva kriticna oblast. Ako realizo-
vana vrednost test statistike pripada oblasti C' nulta hipoteza se odbacuje, u suprotnom se ona
prihvata.

U ovom postupku moguce je naciniti dve greske: gresku prve i gresku druge vrste. Greska
prve vrste se ¢ini kada se odbaci nulta hipoteza Hj, a zapravo je tacna. Verovatnoca da se
napravi greska prve vrste se oznacava sa « i naziva se prag znacajnosti testa,

a = PHO{(X1>X2> e ,Xn) S C}

Za prag znacajnosti testa a najceS¢e se uzimaju vrednosti 0, 1; 0,01; 0, 05.
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Greska druge vrste se ¢ini kada se prihvati nulta hipoteza H,, a ona fakticki nije tacna.
Verovatnoca da se napravi greska druge vrste se oznacava sa (3,

B8 = Py, {(X1,Xs,...,X,) ¢ C}.

Statisticki testovi mogu biti parametarski i neparametarski. Parametarski testovi su oni kod
kojih raspodela test statistike zavisi od raspodele razmatranog obelezja. Kod neparametarskih
testova raspodela test statistike ne zavisi od raspodele posmatranog obelezja.

Testiranje statistickih hipoteza ima veliku prakti¢nu primenu. Savremena biologija, medicina,
ekonomija, agronomija, neke oblasti tehnike i druge nau¢ne oblasti, koriste testiranje statistickih
hipoteza pri obradi rezultata istrazivanja.

4.8 TESTOVI HIPOTEZA O PARAMETRIMA NORMALNE RASPODELE

Testovi koji se odnose na testiranje parametara normalne raspodele spadaju u grupu para-
metarskih testova. Statistika koju koriste zavisi od parametara normalne raspodele.

Zmaci, ovi testovi mogu da se koriste kada se zna da obelezje ima normalnu raspodelu. Posle
izvesnog vremena moze se postaviti pitanje da li su parametri normalne raspodele nepromenjeni?
Isto pitanje se postavlja i ako su se na populaciji sprovodile neke aktivnosti.

2

Testiranje hipoteza o parametru ;. kada je ¢° poznato

Nulta hipoteza je Hy (= o), a alternativna hipoteza je jedna od sledeéih:

Hy(p# po),  Hi(p>po) i Hi(p < po)

(o je konkretan broj). Test statistika je

X —
Zy = 2o Ho
o
i ona ima standardnu normalnu raspodelu ako je nulta hipoteza ta¢na. Obim uzorka je n, a X,
je uzoracka sredina.
U zavisnosti od toga kako glasi alternativna hipoteza odreduje se kriticna oblast C, a Sto je

prikazano u tabeli

H, H, kriticna oblast C
[=fio | b F o 20| > 210
o= Ho | fb > fo 20 2 21,
Ho= o | < Ho 20 S —21
Broj Ziza je reSenje jednacine (P(ZlfTa) = I_TO‘ i odreduje se iz tablice normalne raspodele.

i odreduje se iz tablice normalne

—Q

Takode broj z1_, je resenje jednacine @(z%_a) =z
raspodele.

1
2
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Na kraju, ako realizovana vrednost test statistike zy upada u kriti¢nu oblast, nulta hipoteza se
odbacuje, a alternativna prihvata. Odnosno, sa pragom znacajnosti «, zakljucuje se da je doslo
do promene parametra p. U suprotnom se, sa pragom znacajnosti «, prihvata nulta hipoteza i
moze se smatrati da nije doslo do promene parametra pu.

Primer 14. Iz uzorka od 25 vekni hleba nadeno je da je srednja vrednost tezine vekne 594g.
Ako je standardna devijacija

a) o =30g,

b) o =10g,

sa pragom znacajnosti a = 0,05, testirati hipotezu Hy(p = 600g) protiv alternativne hipoteze
H,(u # 600g). Pretpostavlja se normalna raspodela.

Resenje. B

a) Realizovana vrednost test statistike je zp = T Mo Vn = 5943% V25 = —1.
Kriti¢na oblast (iz tabele) je  C': |z] > Zia. ’

Iz (P(ZPTQ) = Zia ®(2p475) = 0,475 (kad se nade broj 0,475 u tablici normalne
raspodele) sledi da je Zia = Zogrs = 1,96.  Znaci kriticna oblast je  C': | —1] > 1,96

ili interval (—oo0;—1,96]U (1,96;4+00). Realizovana vrednost test statistike ne pripada kriticnoj
oblasti i nulta hipoteza se ne odbacuje. Pri standardnoj devijaciji od 30g tezina vekni ne odstupa
znacajno.

Ty — 594 — 600
b) Realizovana vrednost test statistike je 2z = o Vn = 10 V25 = —3.
o
Kritiéna oblast (iz tabele) je  C': |zo| > Zia.
Kao pod a) kriticna oblast je C : | —3| > 1,96 ili interval (—oo;—1,96] U (1,96;+00).
Realizovana vrednost test statistike pripada kriticnoj oblasti i nulta hipoteza se odbacuje. Pri
standardnoj devijaciji od 10g tezina vekni odstupa znacajno.

Testiranje hipoteza o parametru i kada je o? nepoznato

Ispituje se da li je doSlo do promene ocekivanja p ali disperzija nije poznata. Testira se nulta
hipoteza Hy (1 = j10), a alternativna hipoteza je jedna od sledecih:

Hy(p# o)y Hi(p>po) ili Hi(p < po)

(o je konkretan broj).

X, —
Za velike uzorke (obima n > 30 ) test statistika je tho1 = gi,uo vn—1,

X, —
a za male uzorke (obima n < 30 ) test statistika je tho1 = TMO -y/n.

Obe ove statistike, pod uslovom da je nulta hipoteza tacna, imaju Studentovu raspodelu sa
n — 1 stepeni slobode i obe zavise od uzoracke sredine X,. Ako je uzorak veliki, test statistika
zavisi od uzoracke standardne devijacije S,, a ako je uzorak mali od popravljene uzoracke
standardne devijacije S,.
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Kriticna oblast zavisi od alternativne hipoteze i data je u tabeli

H, H, kriti¢na oblast C'
po=po | pF po| el 26,410
o= flo | o > fo b1 2 by 1.1 4
po=po | B < po| thr = —t, g1,

Brojevi Sy e 1 b1l o S© odreduju iz tablice Studentove raspodele.

Zakljucak o prihvatanju ili odbacivanju nulte hipoteze izvodi se kao u prethodnom testiranju.

Primer 15. IzvrSeno je 30 merenja procenta metala u rudi na jednom geoloskom lokalitetu.
Rezultati su sledeéi:

procenat metala z;% | [0,3; 0,8) | [0,8; 1,3) | [1,3; 1,8) | [1,8; 2,3) | [2,3; 2,8) | [2,8; 3,3)
7, 5 5 4 9 5 2 |

Pod pretpostavkom da procenat metala ima normalnu raspodelu, testirati hipotezu da je oce-
kivani procenat 1,75 protiv alternativne da je razlicit od 1,75, sa pragom znacajnosti 0, 05.

Xn - . e
Resenje. Za uzorak n = 30 test statistika je ¢, = TMO -v/n —1. Najpre treba naci

n
realizovanu uzoracku sredinu i realizovanu uzoracku standardnu devijaciju.

i T fi i - fi (x)* - fi
03:08) 055 5 2,75 151
038 1,3 1,05 5 5,25 551
13:18) | 1,55 4 6,20 0,61
[1,8; 2,3) | 2,05 9 18,45 37,82
2,3; 2,8) | 2,55 5) 12,75 32,51
2,8; 3,3) | 3,05 2 6,10 18,60

- - »=301] X =051,50| X = 105,56

51,50

=1,72

T30 =

105, 56
530 = TE) —(1,72)2=10,56 = 33 =4/0,56=0,75

1,72 —1,75
Realizovana vrednost test statistike je o9 = W V29 = —0, 22.

Iz tablice Studentove raspodele se ¢ita da je broj tn_l;kTa = t29.0475 = 2,045. Kako je
| —0,22] > 2,045 netacno, zaklju¢uje se da realizovana vrednost test statistike ne pripada
kriticnoj oblasti pa se nulta hipoteza prihvata. Sa pragom znacajnosti 0,05 moze se smatrati da
je ocekivani procenat metala u rudi 1, 75.
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Testiranje hipoteze o parametru o> kada je ;. poznato
Nulta hipoteza je Hy(0? = 07), a alternativna hipoteza je jedna od slede¢ih:
H, (0® # 0p), H,(0® >03) ili H(0® < a])

o2 je konkretan broj). Test statistika je
0

i ona ima 2 raspodelu sa n stepeni slobode ako je nulta hipoteza tac¢na.
Kriticna oblast zavisi od alternativne hipoteze i data je u tabeli

H, H, kriticna oblast C
) 3 3 T2 3 ) 3

g~ = 0y g 7& 0p X0 S Xn,% \ Xo 2 Xn;l—%
) ) 7 ) ) 3

0" =05 | 07 >0 X6 2 Xnil-a
) 2 3 2 3 3

g = 0y 0" < 09 X0 S Xn;a

Brojevi: Xz, s Xi;l—% Xo1-a Xo.a se odreduje iz tablice x? raspodele.

Zakljucak o prihvatanju ili odbacivanju nulte hipoteze izvodi se kao u prethodnim testiranjima.

Primer 16. U slucéajno uzetim uzorcima vode iz jednog jezera, ispitan je sadrzaj B»Os (bor
trioksida) i dobijeni su, u 1 : 100000, rezultati: 45, 43, 37, 41, 43, 60, 58, 61, 60, 58, 60, 60, 61,
i 58. Pretpostavljajuéi da sadrzaj bor trioksida ima normalnu raspodelu N (50, 0?), sa pragom
znacajnosti a = 0,01 testirati hipotezu da je disperzija jednaka 100.

ReSenje. Testira se hipoteza Hy(o? = 100) protiv alternativne H;(o? # 100). Test statistika

35 (X, — ) S (e = 1),
je X2 = ’le, a njena realizovana vrednost =1 = se racuna pomocu
tabele: ’ "

3711 169 169
41 ] 1 81 81
43 | 2 49 98
45| 1 25 25
58 | 3 64 192
60 | 4 100 400
61 | 2 121 242
- |- - ¥ =1207
1207

Realizovana vrednost test statistike je — x& = <00~ 12,07. Iz tablice se cita

12,07 < 4,07 ili 12,07 > 31,3. Kako je ovo netacno, sledi da realizovana vrednost test statistike
ne upada u kritiénu oblast. Nulta hipoteza da je 02 = 100 se prihvata.
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Testiranje hipoteze o parametru o> kada je i nepoznato
Nulta hipoteza je Hy (02 = 03), a alternativna hipoteza je jedna od sledecih:
H, (0% # 0p), Hy(0*>03) ili H, (0% <0})

(o2 je konkretan broj).

-5
Za velike uzorke (obima n > 30, ) test statistika je Xe = r 5
90
n—1)S2
a za male uzorke ( n < 30, ) test statistika je Xe = %
90

Obe ove statistike, pod uslovom da je nulta hipoteza tacna, imaju x> raspodelu sa n — 1
stepeni slobode. Za veliki uzorak test statistika koristi uzoracku disperziju ?i, a za mali uzorak,
uzoracku popravljenu disperziju S2.

Kriti¢ne oblasti C' zavise od alternativnih hipoteza i prikazane su u tabeli:

H, H, kriticna oblast C'
o’ =05 | F#05 [Xg < Xais VXG> Xoigioa
o’ = ‘73 o’ > US X(Z) > Xo1i1a
o? =05 | 0* < 0j Xo < Xaiia

Brojevi: Xi_l;% X%—l;l—% Xo_1.1-a Xo_i.o seodreduje iz tablice x* raspodele.
Ako realizovana vrednost test statistike x2 upada u kriticnu oblast, tada se sa pragom zna-
¢ajnosti o zaklju¢uje da je doslo do promene vrednosti parametra o2. U suprotnom se smatra

da nije doslo do promene vrednosti parametra o?2.

Primer 17. Masina pakuje prasak sa disperzijom o2 = 0,8¢. Posle pet ¢asova rada na uzorku
obima n = 25 konstatovano je da je realizovana uzoracka disperzija 52 = 1g. Da li se sa pragom
znacajnosti o = 0,05 moze zakljuciti da je proces rada u okviru standardnog.

ResSenje. Testira se hipoteza Hy(o? = 0,8) protiv alternativne H;(c? > 0,8). Kako je

n—1)82
obim uzorka mali, test statistika je Y2 = % Realizovana vrednost test statistike je
00
24 -1
Xe = s - 30. Za krititnu oblast je x2 > X%—l;l—a < 30 > X§4;0,95 <= 30 > 36,4

netaéno. Nulta hipoteza se prihvata, tj. moze se smatrati da masina radi po standardu.
4.9 PIRSONOV y? TEST

Pirsonov x? test je neparametarski test, tj. njegova test statistika ne zavisi od raspodele
posmatranog obelezja.

Kao prvo, on se koristi za ispitivanje saglasnosti podataka sa pretpostavljenom raspodelom.

Kao drugo, koristi se za ispitivanje nezavisnosti dva obelezja, posmatrana na istoj populaciji.
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Ispitivanje saglasnosti uzorka sa pretpostavljenom raspodelom

1. Dat je uzorak obima n iz populacije sa obelezjem X. Postavlja se nulta hipoteza H, da
obelezje ima raspodelu ¢ija je funkcija raspodele Fp, protiv alternativne da nema tu raspodelu.
Bez obzira da li je obelezje diskretno ili apsolutno neprekidno, od pomoéi moze biti neki od
grafickih metoda (poligon, histogram, itd.) da se pretpostavi raspodela.

2. Ako pretpostavljena raspodela ima nepoznate parametre, oni se ocenjuju na osnovu uzorka.

3. Realna prava se deli na K disjunktnih intervala Si, Ss,..., Sk ¢ija je unija tacno R. Svaki
interval mora da sadrzi bar 5 elemenata realizovanog uzorka. Ako postoje intervali koji sadrze
manje od 5 elemenata, oni se pridruzuju susednim intervalima.

4. Pod pretpostavkom da je nulta hipoteza H, tacna, izracunavaju se teorijske verovatnoce

poi = P{X € S;}, 1=1,2,..., K.

5. U svakom intervalu S; se izracunavaju teorijske apsolutne frekvencije f;
fi =1 pos, i=1,2,..., K.

Ove frekvencije predstavljaju ocekivani broj elemenata u svakom intervalu S; pod uslovom da
je nulta hipoteza tacna.

6. Izracunava se realizovana vrednost test statistike 2
K 732
2 (fi = fi)
XO = Z —_— .
i=1 i

Sada je f; ona frekvencija koja se pridruzuju intervalu .S;.
7. Kriticna oblast velicine « je
C: X6 > Xk-1.1-a ako nije bilo nepoznatih parametara raspodele, a
C: X2 > X%{—l—l;l—a ako je bilo ocenjeno ! nepoznatih parametara raspodele.

8. Donosi se zakljucak o prihvatanju ili odbacivanju nulte hipoteze.

Primer 18. Primenom y?—testa, sa pragom znacajnosti o = 0,05 ispitati saglasnost

podataka sa normalnom raspodelom. Podaci su dati slede¢om tabelom:

[6,8) | [8, 10) | [10, 12) | [12, 14) | [14, 16) | [16, 18) | [18, 20) | [20, 22) | [22, 24) | [24, 26)
4 5 16 22 21 12 6 3 2 1
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ReSenje. Parametri normalne raspodele su nepoznati, zato se prvo oni ocene.

Ty T fi T fi (55;)2 - fi
4

6, 8) 7 28 196
8,10) | 9 > 45 405

[10, 12) | 11 16 176 1936

(12, 14) | 13 22 286 3718

(14, 16) | 15 21 315 4725

(16, 18) | 17 12 204 3468

(18, 20) | 19 6 114 2166

20, 22) | 21 3 63 1323

(22, 24) | 23 2 46 1058

24, 26) | 25 1 25 625

=92 | X =1302 | ¥ =19620
. . . . _ 1302
Ocena za parametar p je realizovana uzoracka sredina T = o7 = 14,15.
5 19620

— (14,15)* = 13, 04.

Ocena za parametar o2 je realizovana uzoracka disperzija o? = 93
Nulta hipoteza je da obelezje sa datom distribucijom frekvencija ima normalnu
raspodelu N (14,15; (3,61)?).
Alternativna hipoteza je da ovo obelezje nema normalnu raspodelu.

U sledeéem koraku odrede se intervali S; ¢ija je unija realna prava R. Kako interval [6,8)
ima apsolutnu frekvenciju manju od pet pridruzi¢emo ga slede¢em pa ¢ée biti S; = (—o0, 10).
Radi efikasnosti sledece intervale odmah unosimo u radnu tabelu.

2

S fi—za S DPoi ﬁ =92 po; M
(—o0, 10) 9 0,1251 11,5092 0,5470
(10, 12) 16 0,1491 13,7172 0,3799
(12, 14) 22 0,2098 19,3016 0,3772
(14, 16) 21 0,2110 19,4120 0,1299
[16, 18) 12 0,1627 14,9684 0,5887
(18, 20) 6 0,0897 8,2524 0,6148
20, 4+00) 6 0,0526 4,8392 0,2784

Y =92 X =2,9159

Pod pretpostavkom da je hipoteza tacna, tj. da je raspodela normalna N : (14,15, (3, 61)?)
racunaju se teorijske verovatnoce py;, i ocekivane apsolutne frekvencije f;.
meP{XGSl}:

=P{—00< X <10} = P{—o0 < X* < 1,15} = ®(—1,15) — &(—o0)} = 0, 1251
poz = P{X € So} =

P{10 < X <12} = P{-1,15 < X* < —0,60} = ®(—0,60) — &(—1,15)} =0, 1491
pos = P{X € S3} =

= P{12< X <14} = P{-0,60 < X* < —0,04} = ®(—0,04) — &(—0,60)} = 0,2098
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pos = P{X € S;} =

=P{l4< X <16} = P{-0,04 < X* < 0,51} = ®(0,51) — (—0,04)} = 0,2110
pos = P{X € S5} = P{16 < X < 18} = P{0,51 < X* < 1,07} = ®(1,07) — &(0,51)} = 0,1627
pos = P{X € Sg} = P{18 < X <20} = P{1,07 < X* < 1,62} = ®(1,62) — &(1,07)} = 0,0897
Por = 1 — po1 — Po2 — Pos — Poa — Pos — Pos = 0, 0526.
Realizovana vrednost test statistike je

7 AV
Xﬁ:iﬁﬁ7ﬁlzzﬁw9

i=1 i
Broj intervala S; je K = 7, ocenjena su dva parametra pa je [ = 2 i kriticna oblast C' sa
pragom znacajnosti o = 0,05 je

C: X% > X%(—l—l;l—a

C: X% > X$—2—1;1—0,05

C: 2,9159 > Xi0795

C: 2,9159 > 9,49 Znaci kriticna oblast velicine 0,05 je interval [9,49; +00).

Posto je 2,9159 > 9,49 netacno, uzorak ne pripada kriticnoj oblasti C' i hipoteza H, se
prihvata.

Primer 19. Za 1100 slucajno odabranih zena raspodela broja rodene dece je

broj dece | 0 1 2 3 141516
broj zena | 232 | 313 | 360 | 130 | 52 | 10 |2 |1 |

Da li se sa pragom znacajnosti a = 0,05 moze smatrati da raspodela dece ima Puasonovu
raspodelu.

ResSenje. Puasonova raspodela ima jedan parametar A ion je nepoznat. Ocena za parametar
A je realizovana uzoracka sredina.

2

L fi i+ fi Si fi—za Si | po; J?z = 1100 - po; M

0 232 0 (—o0, 1) 232 0,212 233,2 0,00

1 313 313 1, 2) 313 0,329 361.,9 6,607

2 360 720 2, 3) 360 0,255 280,5 22,532

3 130 390 3, 4) 130 0,132 145,2 1,591

4 52 208 [4, 5) 52 0,051 56,1 0,300

d 10 50 [5, +00) 13 0,021 23,1 4,416

6 12 - - - - -

7 1 7 - - - - -

3 =1100 | ¥ = 1700 - - - - X5 = 35,452

Realizovana uzoracka sredina je 7T = 1700 _ 1, 55.

1100
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Nulta hipoteza je da raspodela dece ima Puasonovu raspodelu P(1,55), a alternativna
da nema Puasonovu raspodelu.

U slede¢em koraku odredi¢emo intervale S;, a zatim teorijske verovatnoce po; pod pretpostavkom
da su podaci saglasni sa Puasonovom raspodelom P(1,55).

por = P{X € Si} = P{X = 0} = =5 7% = 0,212

P = P{X € S} = P{X =1} = == - 7" = 0,329

pos = P{X € S} = P{X =2} = —— - 7" = 0,255
1,55% |

pon = P{X € 8,} = P{X =3} = == - 7170 = 0,132

pos = PAX € S5} = P{X =4} = == - 7" = 0,051

Pos = 1 — po1 — Poz — Pos — Poa — Pos = 0, 021.
Realizovana vrednost test statistike je

~

T O(f _ T2
E=3 Uiz £ _ 35, 452.
i=1 Ji

Broj intervala S; je K = 6, ocenjen je jedan parametar pa je [ = 1 i kriticna oblast C sa
pragom znacajnosti o = 0,05 je

C X% > X%(—l—l;l—a

C X% > X§—1—1;1—0,05

C 35,452 > %05

C : 35,452 > 9,49. Znaci kriticna oblast velicine 0,05 je interval [9,49; +00).
Posto je 35,452 > 9,49 tacno, uzorak pripada kriti¢noj oblasti C' i hipoteza H, se odbacuje.
Raspodela dece iz ovog primera nije saglasna sa Puasonovom raspodelom.

Primer 20. Iz skupa proizvoda na slucajan nacin se izvlace grupe od po 5 proizvoda. Utvrduje
se broj prvoklasnih nproizvoda u svakoj grupi. Posle izvlacenja 100 takvih grupa dobijeni su
slede¢i podaci

br. prvoklasnih proizvoda |0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5
br. grupa 4110181302315 ]

Koristeéi y%—test, sa pragom znacajnosti a = 0,01, proveriti hipotezu da obelezje X —broj
prvoklasnih proizvoda medu 5 izvucenih, ima binomnu raspodelu B : (5, p).

Resenje. Jedan parametar je poznat n = 5. Parametar p je nepoznat. Poznato je da slucajna
promenljiva X sa binomnom raspodelom ima matematicko ocekivanje E(X) = n-p. Odatle je

E(X) . . T T

p= 1 ocena za parametar p je — = —.

n n D
Kako je T = 303 =3,03 sledi p= 3,03 = 0,606 ~ 0, 6.

100 5
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Nulta hipoteza je da ova slu¢ajna promenljiva ima binomnu raspodelu B(5;0,6).

2

Li fi i+ fi Si fi—=za Si | po J?z = 100 - po; M
0 1 0
1 10 10 (=00, 2) 14 0,0870 8,70 3,2287
2 18 36 2, 3) 18 0,2304 23,04 1,1025
3 30 90 3, 4) 30 0,3456 34,56 0,6017
4 23 92 4,5 23 0,2592 25,92 0,3290
b 15 75 [5, +00) 15 0,0778 7,78 6,7003

2 =100 | ¥ =303 > =100 xg = 11,9622

pr=P{X €S} =P{X=01+P{X=1}= ( . ) (0,6)°(0,4)° + < | ) (0,6)1(0,4)* =
=0,0102 + 0, 0768 = 0, 0870

5.4
por = P{X € S} = P{X =2} = ( g ) (0.6)°(0,4)° = Z— 0,360,064 = 0,2304
5 s, 5-4-3
pos=P{X €83} = P{X =3} = 5 ] (0.6)°(0,4)* = 5~ -0,216-0,16 = 0, 3456

5

p04=P{XeS4}:P{X:4}:<4

Pos =1- 24:0,0778
1=1

) (0,6)4(0,4)" = < ‘? ) £0,1296 - 0,4 = 0, 2592

Realizovana vrednost test statistike je

7 T2
Xa :ZM = 11,9622.

=1 7
Broj intervala S; je K = 5, ocenjen je jedan parametar pa je [ = 1 i kriticna oblast C sa
pragom znacajnosti o = 0,01 je
C: X% > X%(—l—l;l—a
C: X% > X§—1—1;1—0,01
C: 11,9622 > X?};O,gg

C: 11,9622 > 11,3
Znaci kriticna oblast velicine 0,01 je interval [11,3; +o00).
Posto je 11,9622 > 11,3 tac¢no, uzorak pripada kriti¢noj oblasti C' i hipoteza H, se odbacuje,
tj. odbacuje se hipoteza o binomnoj raspodeli.
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Zadatak. Primenom y?—testa, sa pragom znacajnosti o = 0, 01 proveriti hipotezu da obelezje
X ima normalnu raspodelu N (0;2%), ako uzorak od 200 elemenata ima vrednosti zadate

tabelom

56, D 4222 2369
ARG 30 | 140 | 16 | 8§ |

Rezultat. Parametri raspodele su poznati. Iz x§ > Xj.090 < 3,2946 > 13,3  sledi
da nema razloga da se odbaci nulta hipoteza.

Ispitivanje nezavisnosti dva obelezja

Na populaciji je moguce posmatrati i dva obelezja X i Y, (moze i vise od dva). Distribucija
frekvencija se onda najcesée predstavlja tabelom kontigencije
X/ Y| | S| .| s | 2

L he o e
L o (o oo Fos | o

JR O I O I
Z fol fo2 fos n

gde su:
L,Iy,.... 1. i Jy,Jo,...,Js vrednosti obelezja (konkretni brojevi) ili intervali,

fij  apsolutna frekvencija para (/;,J;) u realizovanom uzorku,

fie=fa+tfiot. ...+ fis 1 fo=/Fy+ [+ .+ [y
Nulta hipoteza je Hy (X 1Y su nezavisna obelezja),
a alternativna je H, (X 1Y nisu nezavisna obelezja).

Test statistika je
~\2
r s fij _ fij r s 1'2'
goyy U Rl ey )
i=1j j i=1j=1 fi-f-j
a kriticna oblast  C' 1 X§ > X{_1)(s_1):1-a-

Primer 21. Ispituje se nezavisnost temperature i vlaznosti vazduha. Izdvojeni su podaci za
neko mesto, za mesec juli tokom 10 godina:

visoka temperatura | prose¢na temperatura >
visoka vlaznost 14 dana 36 dana f1e =50
prosecna vlaznost 59 dana 201 dan f2oe = 260
> fo =73 fo2 =237 n = 310
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2
Kako test statistika sadrzi dvostruku sumu najefikasnije je prvo nac¢i sume 7 fi 7 ito
ie " Jeoj
pomocu sledece tabele
fh [T 147 367
f1e - fo1 fie-foo || 50-73 | 50-237 |_|0,0537|0,1094
I % 597 2017 0,1834 | 0,6556
f2o'f01 f2o' fo2 260 - 73 260 - 237

T S 2
Sada je ova dvostruka suma Y. > ——2— jednaka zbiru svih brojeva iz prethodne tabele, tj.

r s 2
> L =0,0537+0,1094 + 0, 1834 + 0,6556 = 1, 0021.
i=1j=1 fiofej

Realizovana vrednost test statistike je  x& = 310 - (1,0021 — 1) = 0, 651.
kriticna oblast je
C 1 X5 > X-1)(2-1); 1-0,05
C : Xg = X109
C : 0,651 > 3,84 Sledi da se nulta hipoteza prihvata, tj. vlaznost i temperatura su

nezavisna obelezja.

Zadatak. Na uzorku od 350 slucajno izabranih vlasnika automobila, ¢ije su marke automobila
oznacene sa A, B i C, dobijeni su slede¢i podaci:

marka automobila
pol |A| B C

muski | 40 | 80 30

zenski | 30 | 120 50

Da li se sa pragom znacajnosti o = 0,01 moze smatrati da je marka automobila nezavisna od
pola vlasnika?

Rezultat. Iz X3 > x2.000 < 22,75>9,21 sledi da marka automobila i pol vlasnika
nisu nezavisna obelezja.
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Primer zadataka za kolokvijum iz predmeta OBRADA I ANALIZA PODATAKA
I GRUPA

1. (9 poena) Pri sistematskom pregledu jednog odeljenja srednje skole dobijeni su sledec¢i
rezultati o telesnoj masi ucenika:

zi—kg | [70, 75) | [75, 80) | [80, 85) | [85, 90)

fi—br. uc. 4 7 16 5
Za datu distribuciju frekvencija izracunati:
a) mod,

b) interkvartilnu razliku,
¢) standardnu devijaciju, tj. standardno odstupanje.

2. (6 poena) Ako slucajna promenljiva ima zakon raspodele:

¥ . 1 2 3 4 5
10,056 0,2 0,4 0,25 0,1)°

izracunati:
a) E(X),
b) D(X),
c) P{X <3}

3. (4 poena) Slucajna promenljiva ima binomnu raspodelu Sip : B(10; 2/3). Izracunati:
a) P{2 < SIO < 4}
b) Koliki je o¢ekivani broj realizacija, tj. FE(S1o) =7

4. (3 poena) Slucajna promenljiva ima normalnu raspodelu  Z : N(0,1). Naéi

a) P{—1,37 < Z < 2,01},
b) P{0,65 < Z < 1,26},
o) P{Z > 1,13},

5. (2 poena) Slu¢ajna promenljiva ima normalnu raspodelu Z : N(0,1). Naéi ¢ tako da je

P{t < Z < 2} =0,3772.

6. (6 poena) Slucajna promenljiva ima normalnu raspodelu X : N(8,16). Nadi

a) P{5H < X <10},
b) P{10 < X < 15},
c) P{X <5}
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Primer zadataka za kolokvijum iz predmeta OBRADA I ANALIZA PODATAKA
II GRUPA

1. (9 poena) Pri sistematskom pregledu jednog odeljenja srednje Skole dobijeni su slede¢i
rezultati o telesnoj masi ucenika:

xr;—kg [70, 75) | [75, 80) | [80, 85) | [85, 90)
fi—br. uc. 4 7 16 5 '

Za datu distribuciju frekvencija izracunati:
a) medijanu,

b) tridesetpeti percentil Pss,

c) koeficijent varijacie.

2. (6 poena) Ako slucajna promenljiva ima zakon raspodele:

¥ . 1 2 3 4 5
10,05 0,2 0,4 p 0,1)"

a) izracunati p.
b) Za tako nadeno p izracunati disperziju D(X).
¢) Naéi funkciju raspodele sluc¢ajne promenljive X, tj. F(z).

3. (4 poena) Ako slucajna promenljiva X ima gustinu raspodele:

1

o) =

za x € R,

izracunati verovatnoéu  P{—1< X < 1}.

4. (3 poena) Slucajna promenljiva ima normalnu raspodelu 7 : N(0,1). Nadi
P{-1,73 < Z < 2,25},

P{-1,79 < Z < —0,54},

P{Z < 0,91},

a)
b)
c)

9. (2 poena) Slucajna promenljiva ima normalnu raspodelu Z : N(0,1). Nadi t tako da je

P{Z > t} =0,1539.

6. (6 poena) Slucajna promenljiva ima normalnu raspodelu X : N(15,9). Nadi

a) P{12 < X < 17},
b) P{21 < X < 30},
c) P{X > 16}.
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Primer zadataka za kolokvijum iz predmeta OBRADA I ANALIZA PODATAKA

IIT GRUPA

>1. (9 poena) Dati su podaci o broju ¢lanova porodice u 80 ispitanih porodica:

broj clanovax; | 1| 2 | 3 | 4|5 |6[7]|8
broj porodica f; | 5| 10|15 (20| 11|96 |4 |

Za ovu distribuciju frekvencija naéi:
a) mod,

b) interkvartilnu razliku i

¢) standardnu devijaciju.

2. (6 poena) Kolika je verovatnoca da je iz Spila (32 karte) izvucena desetka, ako se zna da je
izvucena karta u boji trefa.

3. (4 poena) Slucajna promenljiva X je zadata svojom funkcijom raspodele:

0, x>0
F(x):{ 1—e™ x>0 -

Izracunati verovatnoéu  P{X > 2}.

4. (3 poena) Slucajna promenljiva ima normalnu raspodelu 7 : N(0,1). Nadi

a) P{-1,25 < Z < 2,73},
b) P{0,26 < Z < 2,26},
c) P{Z > 1,13},

5. (2 poena) Slu¢ajna promenljiva ima normalnu raspodelu Z : N(0,1). Naéi ¢ tako da je

P{Z < t} =0,6554.

6. (6 poena) Slucajna promenljiva ima normalnu raspodelu X : N(7,9). Nadi

a) P{8 < X < 15},
b) P{3 < X <15},
¢) P{X <9}
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Primer zadataka za ispit iz predmeta OBRADA I ANALIZA PODATAKA

I GRUPA

1. (7 poena) U slu¢ajnom uzorku od 20 pakovanja jednog proizvoda proseéna tezina iznosi
980gr. Tezina pakovanja ima normalan raspored i propisana tezina pakovanja je 1000gr, sa
standardnom devijacijom 15. Da li, sa pragom znacajnosti o = 0,05, mozemo konstatovati da
tezina pakovanja odstupa od standarda?

2. (10 poena) Primenom y?—testa proveriti hipotezu da obelezje X ima normalnu raspodelu
ako uzorak od 90 elementa ima vrednosti zadate u tabeli:

z; | [6,8) | [8,10) | [10, 12) | [12, 14) | [14, 16) | [16, 18) | [18, 20) | [20, 22) | [22, 24)
il 4 5 16 22 21 12 6 3 1

Neka je prag znacajnosti a = 0, 01.

3. (8 poena) Metodom najmanjih kvadrata, krivom y = a-+/x + b, aproksimirati funkciju datu
tabelarno:

vi | 122412733

Pitanja iz usmenog dela ispita

1. (5 poena) Unija, zbir dogadaja i njihove verovatnoce.
2. (5 poena) Apsolutno neprekidna slu¢ajna promenljiva i njeno matematicko ocekivanje.
3.

(5 poena) Slucajni uzorak (tablica slu¢ajnih brojeva).
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Primer zadataka za ispit iz predmeta OBRADA 1T ANALIZA PODATAKA

II GRUPA

1.(7 poena) Na placu je izlozeno 120 automobila i to 84 iz jedne fabrike, a 36 iz druge. Poznato
je da medju proizvodima prve fabrike ima 5% ostecenih, a za drugu fabriku taj procenat je 3.
Kolika je verovatnoca da slucajno izabran automobil bude oste¢en? Kolika je verovatnoca da
bude neostec¢en?

2. (7 poena) Obelezje X ima normalnu raspodelu i to X : N(x,900). Posle izvesnog vremena

na osnovu uzorka obima n = 15 uzoracka standardna devijacija iznosi S5 = 41. Da li, sa pragom
znacajnosti o = 0,05, mozemo konstatovati da se disperzija populacije promenila?

3. Na osnovu uzorka obima n = 5, dobijene vrednosti obelezja X i obelezja Y su:

v 13136712

a) (5 poena) Izracunati uzoracki koeficijent korelacije.
b) (6 poena) Ako postoji bar visoko znac¢ajna linearna povezanost izmedju ovih obelezja, tj.
ako je Y = aX + b, nadi koeficijente a i b metodom najmanjih kvadrata.

Pitanja iz usmenog dela ispita

1. (5 poena) Obelezje.
2. (5 poena) Potpun sistem dogadaja. Bajesova formula.
3.

(5 poena) Periodi¢ni uzorak.
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Primer zadataka za ispit iz predmeta OBRADA I ANALIZA PODATAKA
IIT GRUPA

1.(5 poena) Ako slucajna promenljiva X ima gustinu raspodele

f(x):{a(-]m, 0<zx<1

) inace,
a) nadi konstantu a.

1
b) Izracunati verovatnoéu P {X < 5}

2. (10 poena) Iz populacije u kojoj obelezje X ima normalnu raspodelu uzet je sledeé¢i uzorak
obima n = 12:

2 1-05]-04]0]02[05]0,7
Ll 1| 2 1] 341

a) Nadi intervalnu ocenu srednje vrednosti sa nivoom poverenja 0, 9.
b) Sa pragom znacajnosti a = 0,05 testirati hipotezu Hy(o? = 1) nasuprot hipotezi
H; (0'2 < 1)

3. (10 poena) Na svaka dva sata kontrolor uzima po pet proizvoda jedne masine i registruje broj
neispravnih. Posle 100 izvrsenih kontrola dobio je slede¢e podatke

x;-broj neispravnih | 0 | 1 | 2 | 3 | 4 |5
fi 101222712611 |4 ]

Sa pragom znacajnosti a = 0,01 ispitati saglasnost dobijenih podataka sa binomnom raspodelom
B (5;0,4).

Pitanja iz usmenog dela ispita

1. (5 poena) Klasiéna definicuja verovatnoce.
2. (5 poena) Binomna raspodela.
3.

(5 poena) Tackaste ocene parametara raspodele.



OZNAKE

N

— skup prirodnih brojeva

R — skup realnih brojeva

N — broj elemenata populacije

n — broj elemenata uzorka

k  — broj razlicitih vrednosti obelezja

i — aritmeticka sredina obelezja populacije
X, — uzoracka sredina

K — broj intervala vrednosti obelezja

x, — sredina intervala vrednosti obelezja

fi — apsolutna frekvencija vrednosti obelezja
f  — relativna frekvencija vrednosti obelezja
Z; — zbirna frekvencija vrednosti obelezja
M, — modus ili mod

L,,, — pocetak modalnog intervala

fmo — frekvencija modalnog intervala

fmo—1 — frekvencija intervala pre modalnog

fmor1 — frekvencija intervala posle modalnog

A — duzina intervala vrednosti obelezja
M, — medijana
K., — broj koji oznacava koji je po

redu medijalni interval

LTI’LE

fme

I, — interval varijacije

— pocetak medijalnog intervala

— frekvencija medijalnog intervala

I, — interkvartilna razlika

Q; — i-ti kvartil

K, — broj koji oznacava koji je po redu
kvartilni interval

Ly, — pocetak kvartilnog intervala

fro — frekvencija kvartilnog intervala

D; — i-ti decil

P, — i-ti percentil

AD(u) — srednje apsolutno odstupanje
od aritmeticke sredine

0% — disperzija ili varijansa populacije

S — uzoracka disperzija

gfl — popravljena uzoracka disperzija

o — standardna devijacija populacije

S, — uzoracka standardna devijacija

S, — popravljena uzoracka standardna

devijacija

C, — koeficijent varijacije

Z; — normalizovano standardno odstupanje

pxy — koeficijent korelacije sluc¢ajnih
promenljivih X 1 Y.

Rxy — uzoracki koeficijent korelacije

rxy — realizovana vrednost uzorackog
koeficijenta korelacije

E(X) — matematicko oc¢ekivanje
slucajne promenljive X

D(X) — disperzija slucéajne promenljive X

B(n, p) — binomna (Bernulijeva) raspodela



P()\) — Puasonova raspodela

N(u, 0®) — normalna (Gausova) raspodela

Ula,b] — uniformna (ravnomerna) raspodela

S, — slucajna promenljiva sa binomnom
raspodelom

Ss — slucajna promenljiva sa Puasonovom
raspodelom

F(z) — funkcija raspodele verovatnoca

f(z) — gustina raspodele verovatnoca

P{X < a}, a € R — verovatno¢a da slucajna
promenljiva X uzme vrednost manju od «a

®(z) — Laplasova funkcija (vrednosti ove
funkcije su u tablici za normalnu raspodelu)

Hy — nulta hipoteza

H, — alternativna hipoteza
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